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Vorwort. 


Das vorliegende Schriftchen ist aus einer bestimmten 
Veranlassung hervorgegangen. Von seiten meiner Zuhörer 
wurde mir nämlich der Wunsch ausgesprochen, ich möchte 
ihnen ein kleines Kompendium der theoretischen Mechanik 
für die Repetition empfehlen. Da mir nun ein derartiges 
Büchlein, welches den erforderlichen Stoff enthält und zu- 
gleich der gegenwärtigen Ausbildung dieser Wissenschaft 
entspricht, nicht bekannt war, so entschloß ich mich, einen 
ganz kurzen Abriß der wichtigsten Lehren der Kinematik 
und Dynamik auszuarbeiten. 

Aus naheliegenden Gründen wurden jedoch die Formeln 
und Lehrsätze der Mechanik nicht zusammenhangslos neben- 
einander gestellt, sondern in systematischer Reihenfolge 
entwickelt. 

Die geometrischen Sätze der Kinematik sind nur an- 
deutungsweise berührt, da es zweckmäßig erscheint, dieses 
interessante Gebiet in selbständiger Darstellung zu geben. 

Sehr gern hätte ich der Mechanik der stetig veränder- 
lichen Systeme einige Abschnitte gewidmet. Es war mir 
aber in der Eile nicht möglich, etwas Befriedigendes in 
dieser Richtung zu bieten, so daß ich eine spätere Gelegen- 
heit benutzen muß, um das jetzt Versäumte nachzuholen. 
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IV Vorwort. 


Überdies findet man in der hier gegebenen Theorie der 
Fadenkurven einige — wenn auch ganz elementare — Ent- 
wickelungen, welche auf diesem Gebiete liegen und sich 
ohne besondere Schwierigkeit auf allgemeinere Systeme aus- 
dehnen lassen. 

Die Lehre von den unstetigen Bewegungsprozessen ist 
hier wohl zum erstenmal eingehender behandelt und zwar 
mit Rücksicht auf die approximative Integration der 
kinetischen Differentialgleichungen. 

Ferner habe ich auch die allgemeinen Prinzipien der 
Kinetostatik, die sich in neuerer Zeit eines regeren Inter- 
esses erfreuen, in einem besonderen Abschnitt systematisch 
zusammengestellt. 

Nach dem Vorgange Schells sind die kinematischen 
Begriffe von den dynamischen scharf getrennt worden. 
Anderungen in der Terminologie, welche hierdurch mög- 
licherweise später veranlaßt werden, sind jedoch in der 
vorliegenden Darstellung fast ganz vermieden. 

Auf die Wiedergabe der fundamentalen mechanischen 
Vorstellungen Lagranges ist das größte Gewicht gelegt. 
Dieser Auffassung gemäß mußte durchweg zwischen den 
mechanischen „Elementarbegriffen“, die sich zunächst auf 
einen materiellen Punkt beziehen, und den Ausbildungen 
derselben zu „Systembegriffen“ unterschieden werden. Indem 
die von Hertz gewählte Benennung „Vektor in bezug auf 
ein System“ in dem vorliegenden Abriß konsequent bei- 
behalten wurde, erhält dieser prinzipielle Gegensatz einen 
seiner Bedeutung entsprechenden — wenn auch vielleicht 
etwas schwerfälligen — Ausdruck. 

Eudlich war in jenem Zusammenhang das Prinzip der 
virtuellen Verschiebungen ohne jede Rücksicht auf dynamische 
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Vorwort. V 


Vorstellungen bereits in der Kinematik der zusammengesetzten 
Systeme einzuführen und der Nachweis der Zweckmäßigkeit 
des Prinzips in der Kinetik nachzuholen. 

Von der Streckenrechnung sind eigentlich nur die 
Definitionen der beiden geometrischen Produkte benutzt. 
Ein näheres Eingehen auf die ziemlich verwickelten Sätze 
der Vektoranalysis erschien nicht angebracht. 

Unerläßlich ist die Vorstellung der räumlichen 
Vektoren in der Mechanik, während die Verwendung des 
inneren und äußeren Produktes — im Grunde genommen — 
nur die Bedeutung einer analytischen Stenographie hat, 
welche zugleich die unmittelbare Anschauung der räum- 
lichen Beziehungen unterstützt. 

Die Übersicht der historischen Entwickelung der all- 
gemeinen Prinzipien und Methoden wurde in einem be- 
sonderen Anhange (F. Daten aus der Geschichte der 
Mechanik) gegeben. Form und Inhalt dieses Teils der 
Darstellung sind durch die Mitwirkung meines Stiefsohnes 
Alfred Jatho (Gymnasiallehrer in Oberhausen, Rhnl.) in 
einer — wie ich hoffe —— günstigen Weise beeinflußt. 

Ob das Büchlein einige Freunde gewinnen wird? 


Karlsruhe, im Juli 1902. 
Karl Heun. 
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I. Mathematische Hilfsmittel. 


1. Geometrische Addition 
a = My + as + t. 


Die Strecken a,, a,, a, und — a bilden in ihrer räum- 
lichen Aneinanderreihung einen geschlossenen Polygonzug. 

2. Das innere Produkt der Strecken a und b ist 
definiert durch die Gleichung: 


ab = ab cos (ab). 


3. Das äußere Produkt der Strecken « und b ist 
ein neuer Vektor c, welchen man erhält, indem man sich 
mit den Füßen auf die Ebene durch a und b stellt und um 
die Körperachse eine Drehung nach links von a gegen b aus- 
führt und endlich in der Richtung von unten nach oben 
die Länge ab sin (ab) aufträgt. 

Ist also 

c-a b, 
so wird 
c = ab sin (alb). 

4. Man rechnet mit Vektoren, indem 

man die obigen Definitionen streng beachtet 


und im übrigen die gewöhnlichen arithmetischen 
Regeln benutzt. 


5. Ist 
a= H a+ ay, b= b + b, -+ bss 
Heun, Mechanik. 1 
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2 I. Mathematische Hilfsmittel. 


so wird 
ab = a,b, cos (a,|b,) + a, b, cos (a, by) + a,b, cos (a,|b,) 
+ a,b, cos (a, b) + a,b, cos (a,|b,) + a,b, cos (ayb) 
+ a,b, COS (ag bi) + a,b, COS (a, by) + a,b, cos (etyb). 


Deuten also die Indices 1, 2, 3 drei zu einander senk- 
rechte feste Richtungen (Achsen) im Raume an, dann erhält 
die vorstehende Gleichung die einfache Form: 


ab = a Dy + daba + a,b, 


U 


womit das innere Produkt durch die rechtwinkligen 
Komponenten der einzelnen Faktoren ausgedrückt ist. 

6. Ganz analog bildet man unter der Voraussetzung 
einer rechtwinkligen Zerlegung der Faktoren das äußere 
Produkt: 


c=ab= (i F a + a,) (b + b: + by) 


= @ b, -+ ab + a b 
+ aby + Gaby + a,b, 
-+ aty by + a,b, + g by 
und erhält nach 3. die Komponenten von c, nämlich: 
Ci = a,b, — a,b, 
C, = y b, — a,b, 
C; = Qy b — ab. 


7. Für das ternäre Produkt abc gelten nach 5. und 6. 
die Vertauschungsformeln: 


abe = cab= bca, 
welche auch eine Grundeigenschaft der Determinanten aus- 


drücken. 
8. Ebenso gewinnt man aus 6. die Beziehung: 


albe) = (ac) . b — (ab)»e, 


die zur Abkürzung in der Streckenrechnung häufig be- 
nutzt wird. 
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I. Mathematische Hilfsmittel. 3 

9. Man merke noch als Folgerung aus 5. und 6. die Formel: 
ab. cd = (ac) (bd) — (be) (ad). 

10. Die Gleichung einer Ebene mit der Normalen » ist: 
n«—n)=0 oder ve=n, 


wenn » einen Einheitsvektor nach der Beziehung 


n=Nv 


vorstellt. 


Fig. 2. 


__ 11. Die Gleichung einer Geraden, die in der Richtung € 
durch den Punkt a geht, ist: 


¿(x —a)=(. 


12. Die Gleichung einer Raumkurve denken wir uns 
dargestellt in der Parameterform: 
1° 
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4 I. Mathematische Hilfsmittel. 


hl), t= falt) = falt), 
so daß auch x eine Funktion von z ist. Ferner setzen wir: 
dx > a 
f: Fe 
und bestimmen einen Einheitsvektor o, welcher die Richtung 
von dx hat, aus der Gleichung: 


=C t. 
Dann ist nach 5.: 


Mithin: . 
= dr dx dz 
= Až at Aa 
dæ ist die Länge des Bogendifferentials, welches man 
gewöhnlich mit ds bezeichnet. 
Die Komponenten 
_ da, dz _ dz 
=e Sir’? ie 
sind also die Cosinus der Winkel, welche die Tangente 
der Kurve mit den festen Raumachsen einschließt. 


13. Wir bilden ferner aus o durch nochmalige 
Differentiation einen zweiten Einheitsvektor: 


0 


zn! 
Ki dæ’ 
so daß 
- dg 1 do 
de’ r di s 


wird und bemerken, daß = nur für die gerade Linie ver- 
È T k ane 
schwindet. „ Ist also ein Maß der Krümmung der be- 


trachteten Raumkurve. r ist die Länge des Radius der 
ersten Krümmung.*) 


*) Der direkte Nachweis, daß r der Radius des Krümmungs- 
kreises ist, konnte hier unterbleiben. 
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I. Mathematische Hilfsmittel. 5 
Aus der Beziehung 
dx dz 1 E r e | 9 


yo=r-— —=-T- - 
dz? de 2 dx\dx de, 


schließen wir, daß » auf o senkrecht steht. 

do ist der Kontingenzwinkel der Kurve Die 
Ebene durch o und » heißt die Schmiegungsebene 
derselben. 

Die Komponenten 
dx, dx, d'y 


n = t y=r_—— H= t 
3 da?’ * da? ’ dg? 


sind die Cosinus der Winkel, welche die Hauptnormale 
der Kurve mit den festen Raumachsen einschließt. 
14. Endlich betrachten wir einen dritten Einheitsvektor 


r = yG. 


Dieser steht auf der Tangente und der Hauptnormale senk- 
recht und seine Komponenten 


VÍ = V Oz — 1,0, vi = V0, — 1,05 ra — n0 
sind die Cosinus der Winkel, welche die Binormale der 


doppelt gekrümmten Kurve mit den festen Raumachsen ein- 


schließt. Drei den Einheitsvektoren o, v, »’ parallel laufende, 
von einem beliebigen Punkte der Kurve ausgehende Strahlen 
bilden ein rechtwinkeliges Achsenkreuz, das man in der 
Mechanik vielfach benutzt. 
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II. Kinematik. 


A. Der freie Punkt. 
1. Bezeichnen wir die Zeit mit z, dann stellt der Vektor 
dm e 
de z 


die Geschwindigkeit des Punktes x nach Richtung und 


D= 


Fig. 4. 


Größe dar. Es ist also: 


x = BE); (FR). 
"(i % 7 + ‚de/' 
Nach I., 12. fällt die Geschwindigkeit in die Tangente der 
Bahn. 
2. Der Vektor 
= ER. d’r 
er ler 
definiert die Beschleunigung des Punktes x. 
3. Nach I, 12. und IL, 1. ist 


-g= v 
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B. Bewegung auf einer festen Ebene. 7 


also 
do , dv _ 
v 


, + -o= W 
dr dr 
oder nach I.. 13: 
y? dv 
— y -.0= W. 
r dr g Fig. d. 


„Die Beschleunigung fällt ganz in die Schmiegungs- 
ebene der freien Bahn“. (Euler.) 

„Die Tangentialkomponente ist die Derivierte der Größe 
der Geschwindigkeit nach der Zeit“. (Newton.) 

„Die Normalkomponente ergiebt sich als das Verhältnis 
des Quadrats der Geschwindigkeit zu dem Radius der ersten 
Krümmung der Bahn“ (Huyghens.) 


B. Bewegung auf einer festen Fläche. 


4. Die Gleichungen der Fläche setzen wir in der Para- 
meterform: 
21 = fi (li Bahn) Ts = fa (dir 9) 
voraus, Dann ist 
dan dm do at du 
dr dq dr A dr 
de, 2% dan , dd 
der qy dr dqy dr 


dz, dm dq , Òt dý 


de 94 de "du dr 
Diesen Formeln entspricht die Vektordarstellung 
v—=&- h Hg- qa Er (a) 
oder auch s < 
dr = & -dh Fér- Aga... (b) 
Man bilde nun die kinematische Größe: 


TE RE, ANEN 
E=; = Sl m Het 
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II. Kinematik. 


d. h.: 
Berl ee 
g LEL Er r T 2E, E Ma Ma FH Ea Ea GE 
oder 
zu, - nA ; 
ze alra qi + yi at Ya al. 
Hieraus folgt: 
DEN. A en S 
m = ț ha E O F E i o = Ht=» 
dg ” 1AT i ah = h Pı 
DE a ee = 
êq = Ey E M F Er Ea a = a Vl p. 


Aus der Gleichung (b) erhält man für 9, = Konst. = c, 


- ôS 
=% 
eg 
und für q, = Konst. = c, 
- dr 
=. 
09 


e, und s, haben also bezw. die Richtung der Tangente an 
die Linie (ef. I., 12.). 
hr hl) La = fs (Irs €a) 
oder an die Linie: 
By = flo) hl) s = fs (Car Ge). 
Aus den Größen 
ôE ôE 
E) r TEE 
er ode 
erhält man die Projektionen der Geschwindigkeit v auf 


diese Tangentenrichtungen: 


v cos (vla) => v cos (vle) = 2- 
ĉi % 
Der Winkel, welchen diese Richtungen miteinander 
einschließen, ist natürlich gegeben durch die Gleichung: 
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B. Bewegung auf einer festen Ebene 


4 _ Ta 


cos (e, s) = Mo, 
Ha Virs: 


folgt also unmittelbar aus der Größe E. 
5. Die Gleichungen 
en t=); 
führen durch Differentiation nach der Zeit rt zu den ent- 
sprechenden Beschleunigungsformeln. 
Man erhält zunächst: 


Ea V = Pa 


und hieraus 
- « de — 
1 t 


Da der Ausdruck 
er Ea 


ein vollständiges Differential sein muß, so besteht die Be- 
dingungsgleichung der Integrierbarkeit ja 
du _ ên Ñ 

l TAT? y 

und es wird = 
dv êi; ôi ö ôi >) 

m ÖM FT u TE T Fand 

d.h > < 
ðv da = 

on dr H 

Ebenso: rA 5 
or ds: u: Ô £s Õis” = 

9: ôq di ôq i: =< 

OÖ 
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10 II. Kinematik. 


d. h. 
ôt dE 
dm dr 
Hiernach ist: 
= pés F: E 
y — tr —— m va a 
£t Pı q v=) öq, 
2 ôv ôE 
TE — 
3 Pa g Ps 0 


Die Projektionen der Beschleunigung w auf die in 4. 
erwähnten Tangentenrichtungen sind also: 


w cos (wle) = r (a d 2 
1 


dt ôq 
my 1 [dp © =] 
w cos (wle) = z E& BETA 


6. Üblicherweise bezeichnet man die Größen ev, ezv 


bezw. &w, w als „allgemeine Komponenten“ der Ge- 
schwindigkeit und der Beschleunigung (Lagrange). 


C. Bewegung auf einer festen Kurve. 


7. Aus den Gleichungen der Kurve: 
n=fhld), Beh) t= fala) 


kann man unmittelbar die Komponenten des Vektors v: 
n= 9 t= .q, o Veh Fe 


ableiten. Setzt man noch z=e.g und 


1 1 P 
E=70 =g 
dann wird: 
ôE } 
Seen È: = 4 
€ fg € 


www.rcin.org.pl 


D. Die kinematischen Elementarvektoren etc. 11 


Für den Vektor w erhält man wieder die Lagrange- 
sche Darstellung: 


w cos (wie) = 


€ 


1 £ ôE 
dr ôg 


D. Die kinematischen Elementarvektoren 
in allgemeinen Raumkoordinaten. 


8. Bei der freien Bewegung im Raume kann man die 
rechtwinkligen Koordinaten &,, &, %ą des Punktes als 
Funktionen von drei allgemeinen Koordinaten 9,, %, 43 
ausdrücken, indem man setzt: 


Xr = fi (lrs las Ga) T= follis lass) Ta = fallin M W)- 
Dann besteht für v der Ausdruck: 


= al T Eal T Esis» 


und die Betrachtungen von II. B. ergeben für die „Kom- 
ponenten“ der Geschwindigkeit und der Beschleunigung un- 
mittelbar die Resultate: 


ay 


— E oE - oE 
en Ay en = Py en y A) 
og 09 095 

sowie 

- j ôE - — 1 0eE -— d åE 

zu ee a 2 BE Ra 8 u ee à 
dr dq, u dr îl dr UA 


Derartige Transformationen werden in der Kinetik 
des freien Punktes zuweilen mit Vorteil benutzt. 


E. Reduktion der kinematischen Elementarvektoren 
an gebundenen Systemen. 


9. Sind zwei oder mehrere Punkte gegeneinander nicht 
mehr frei beweglich, so bilden sie ein unfreies oder ge- 
bundenes System. 

10. Punkte, welche zu einem System verbunden sind, 
können sich physisch — d. h. durch ihre Masse — dauernd 
voneinander unterscheiden. 
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12 II. Kinematik. 


Masse ist das Substanzielle, welches den kleinsten 
Teil eines physikalischen Körpers (materieller Punkt) dauernd 
von einem geometrischen Punkte unterscheidet. 

Zwei Massen (u und «') sind gleich, wenn sie gleiche 
Schwerdrücke ausüben. 

Die Substanz eines Kubikzentimeters Wasser von 4°C. 
gilt als Masseneinheit (u = 1). 

Das Produkt aus der momentanen Geschwindigkeit eines 
materiellen Punktes in seine Masse (uv) wird als Massen- 
moment der Geschwindigkeit oder als Bewegungs- 
größe (Newton) dieses Punktes bezeichnet. 

Das Produkt aus der momentanen Beschleunigung eines 
materiellen Punktes in seine Masse (uw) wird als Massen- 
moment der Beschleunigung oder auch direkt als 
Massenbeschleunigung (Schell) dieses Punktes be- 
zeichnet. 

Die Massenmomente der Geschwindigkeit und der 
Beschleunigung eines materiellen Punktes sind Vektoren 
in bezug auf diesen Punkt. (Hertz.) 

11. Die Vektoren uv und uw können im allgemeinen 
in bezug auf das System nicht mehr nach I. 1. geometrisch 
addiert werden — es ist vielmehr ein allgemeines kine- 
matisches Additionsprinzip erforderlich. (Lagrange.) 

Das geometrische Additionsprinzip (I, 1.) gilt im 
allgemeinen nur für Vektoren, welche sich auf denselben 
Punkt beziehen und dieser Auffassung entsprechend 
polygonal angeordnet werden können. 

12. Das Lagrangesche Additionsprinzip verlangt die 
Kenntnis von zwei kinematischen Elementen in bezug auf 
jeden materiellen Punkt des Systems: nämlich die Kenntnis 
des betreffenden Massenmomentes des Vektors (uv oder uw) 
und der zugehörigen virtuellen Verschiebung*) des 
Massenpunktes. 

Wir bezeichnen die virtuelle Verschiebung eines System- 


punktes x mit ôx und setzen: 


send td +... +5dq, 


*) d.h. eine Verschiebung, welche der betreffende Punkt ver- 
möge der Beschaffenheit des Systems erleiden kann. 
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E. Reduktion der kinematischen Elementarvektoren ete. 13 


so daß eine Lage des Systems durch die allgemeinen 
Koordinaten 9, gə; .-., qy bestimmt ist. Die Vektoren 
E& Es -+.; & sind dann Funktionen dieser Koordinaten. 
Unter diesen Voraussetzungen ist ferner: 


dq, = ödg.. 


Man kann jedoch für die Darstellung der Verschie- 
bungen zuweilen auch andere Größen wählen, welche diese 
kommutativen Bedingungen nicht erfüllen. 

13. Die inneren Produkte uvöx und uwôx sind addier- 
bar im Sinne der gewöhnlichen Arithmetik, und die Ausdrücke 


Zuvdx, sowie Æ uwdx 


— wobei sich die Summationen auf alle materiellen Punkte 
des Systems erstrecken — sind lineäre Funktionen in bezug 
auf die ôg. Es ist also: 


zZ uvöx = P Âg +H Pbl t +++ Hdg 
X pwz = óq + óg + -+ tóg 
Hertz nennt die Größen Pı, Pz; -.. P, die Kom- 
ponenten des Massenmomentes der Geschwindigkeit in 
bezug auf das ganze System und die Größen 
E E E TE T 


die Komponenten der Geschwindigkeit in bezug auf 
das System. 
Die Größen %, %, ..., % haben die analoge Be- 
deutung für den Beschleunigungszustand des Systems. 
14. Für einen einzelnen Punkt von der Masse « nennt 
man die Größe 


die kinetische Energie (Rankine) dieses Punktes und 
die Summe 


über das ganze System ausgedehnt, die kinetische Energie 
des Systems. 
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14 II. Kinematik. 


Nun ist identisch: 


uxdz = UTE, -qı + UTE -OQ He t uxe,öq, 


ðE ôE oE 
= r Òh trh H e H 
ôq 04; ôg, 
Folglich: 
mo COE dE dE 
Zurdöe= — dur ól t -:- H igr 
og Öf g, 
oder nach II, 13.: 
ĝE ôE dE 
re VE Er a Bee N ara ug) DAR I ie 
em 09 og, 
Diese fundamentalen Gleichungen verdankt man Lagrange. 
15. Zur Bestimmung der Größen Uz, Us, ... U, benutzt 
man die Identität: 
uwör = urdx = = uxdz — uxdz 
oder 
S uws = a (8 pòg) — ðE 
dar t t $ 
wo 


Spödgu=pdn +ó + e H óg 


bedeutet. 
Nun ist aber in analoger Bezeichnung: 


eia 
öE= SF, öq, + Spig. 
Folglich 


> Aa RE 
Z uwr = s(ö = Jöa 
d. h. nach IL., 13.: 
ôE 
eg 
Diese Ausdrücke für die Komponenten der System- 
beschleunigung wurden ebenfalls von Lagrange gefunden. 


u, = p, — 
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F. Die kinematischen Vektoren in bezug auf das 
starre System. 


16. Ein starres System ist ein Teil des massiven 
Raumes. Die möglichen Bewegungen ôx eines beliebigen 
Systempunktes ergeben sich deshalb unmittelbar aus der 
Anschauung, 

Wir nehmen zunächst an, der starre Körper rotiere (Fig. 6) 
um eine Achse OA, und tragen die Amplitude der unend- 
lich kleinen Rotation nach Größe und Richtung auf dieser 
Achse ab.*) Den entsprechenden Vektor bezeichnen wir mit 
69. Einen beliebigen Systempunkt P beziehen wir durch 
den Vektor x auf den Anfangspunkt O und fällen von P 
eine Senkrechte (PB) auf die Rotationsachse OA, welche die 


Fig. 8. 


Länge x sin (8 dx) hat. Da öx senkrecht auf den Strecken 


x und 6% stehen muß, so erkennt man unmittelbar, daß 


Òx = Ë- x 
ist. 
Im allgemeinen hat der Punkt O noch eine unabhängige 
Translationsverschiebung ôc, wodurch 


t= c+ 0 -x 
wird. 


*) Der Drehungssinn ist nach I. 3. und nach Figur 1 festgelegt. 
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Ist der Vektor des Punktes O nicht Null, wie wir bis- 
her angenommen haben, dann erhält man für die allgemeinste 
virtuelle Verschiebung eines Punktes (x) eines starren 
Systems den Ausdruck: 


dx de+ dir —c). (Euler). 


Hieraus folgt unmittelbar der Ausdruck für die elementare 
Geschwindigkeit eines Systempunktes 


v=t=c+wl2—e), 


dd , 
wenn ®=—- gesetzt wird. 


dr 
w ist die Winkelgeschwindigkeit des Systems um 
seine Momentanaclıse. 
17. Für die kinetische Energie des starren Systems 
hat man den Ausdruck: 


E= SME + w(x — c)| 


= 


2 


Wir setzen hierin z— c= «a, so daß der Vektor a sich 
wieder auf den Punkt O der Rotationsachse bezieht. 
Die Ausführung des Quadrats ergibt: 
E= lypi + F ucwa-+ 52 pwa 


oder nach I. 7.: 


R Mee Eh PA A 2 
E=;uWe+owofunae+,2uwe , 


wo I u = gesetzt ist. 
Setzt man noch 
Supa = ud, 
so erkennt man sofort, daß a’ der Vektor des Schwer- 
punktes des Systems in bezug auf O darstellt. 
Hiernach läßt sich E in die Form bringen: 


Inu oe 
E=-zued+twode-+rE,, 
worin 1 3 
E= 5 2 uma 
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die Energie der Rotationsbewegung ist. Nach I. 6. erhält man 
die explicite Form 
Br I „ 
Eo = 5: ul, — 0,4,)?+5 È u(y — @, Ay)? 


Ne 
+ 52 ul, d,— Ag )? 
a 
oder 
Lim 3 "i 2 A 5 b 
En = > | Tiwi r Tzw -+ Tas = 2 D, g Wg — 2 Drog 


— 2D,o,@ |, 
wo zur Abkürzung 


T= 3 pl +a), h= ula ta), T= F ula -Ha 
D= Z ua,a,, D,= E pats Dy = £ ua,a, 
gesetzt ist. 

Die Komponenten a,, a,, q; des Vektors « sind hierbei 
auf Achsen bezogen, welche bei der Bewegung mit dem 
starren Körper fest verbunden bleiben. 

Man nennt T,, T,, T, die Trägheitsmomente des 
Systems in bezug auf die Achsen der a,,a,,a, und D,,D,, D, 
die zugehörigen Deviationsmomente. 

18. Um den Vektor des Massenmomentes der Ge- 
schwindigkeit in bezug auf das starre System zu ge- 
winnen, hat man nur den Ausdruck 


S uvóz=V 
explicit darzustellen. 
Nach II. 16. ist 


V= X ult + oa) (60 + 30a) 
- [we + paalit X pule + oal dba 
= w(c+oa)dc+|wac + Zualwa)| 9. 
Setzt man zur Abkürzung: 
f= le +a) 
R= E + 3 ualoa), 


Heun, Mechanik. 2 
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dann wird: 

EZ uvóx =h ðc + hd + dc, 

+ Róð, + Rb + Rób, = tóc + Róð. 

„Pas Massenmoment der Geschwindigkeit in bezug auf 
das starre System ist ein Vektor von sechs Komponenten 
(tis &s ts, Ris Rys Re), welcher sich auf die beiden Elementar- 
vektoren [2 und K zurückführen läßt.“ 

Für a’ = 0 reduziert sich der Vektor t auf die Bewegungs- 
größe des Schwerpunktes und R auf: 

J = X ua (wa). 


Die rechtwinkligen Komponenten von J sind: 


ðE 
h = To, — Dyo — D,o, = — | 
d w, 
ðE 
Jy z= Tron = D, y — D,o, = ra. 
O 0 
ĉE 
Ja = Toy — D0, — D, w, = ETN | 


19. Die Komponenten des Vektors der Massen- 
beschleunigung in bezug auf ein starres System gehen 
aus der Gleichung A, ER E 

Z pws = sóc +8. ó 
hervor und sind 8, Sə, S3, S1, 8, Sz, wenn man nach 
rechtwinkligen Achsen zerlegt. 

Aus der Gleichung 


v= c -+ olx — ce) 


folgt durch Differentiation nach der Zeit: 


w = c+ w(x — c) + w(x n 
oder: 


w = c+ o(s EF -+ olo(e — o)]. 


Nach I. 8., ist aber: 


w [o ($ — e)] = (w ' z— e) .0— 0.2 —c, 
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so daß man für die Elementarbeschleunigung den Ausdruck 


w= c+ wa + lwa). o — o? -a 


erhält, wenn wieder x — c = a gesetzt wird. Jetzt ist noch 
das Produkt wôx auszuführen und die Summe 


S uwöx 


über das ganze System zu erstrecken. Die Ausführung 
dieser Rechnung ergibt: 

s= wl[c+ wa + owa) 
und 


S= wat zua (wa) + Fuloa) - aw 
oder durch Einführung der Hilfsgröße (cf. II. 18.): 


J = X ualoa) 
dJ 


S= warc-+ Hod. 
dr 


Denn man zieht aus: 

J = X pa (wa) 
nach I., 8.: 

T= X platio — @w)a], 
und daher: 


üJ = — S u (aw) wa, 


o 
= 5 


ulaw)aw. 


Für «` = Q0 erhält man die einfachen Formeln: 
8 = pe und r RR Ea A 
dr 

welche gewöhnlich benutzt werden. Doch kommt es gerade 
in den Anwendungen auf technische Probleme zuweilen vor, 
daß man den Rotationspunkt (0) nicht mit dem Schwer- 
punkt zusammenfallen lassen kann, also genötigt wird, auf 
die allgemeinen Beschleunigungsformeln zurückzugreifen. 

g+ 
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G. Relative Bewegung eines freien Punktes in bezug 
auf ein rotierendes starres System. 


20. Ein Punkt P bleibt in relativer Reihe in bezug 
auf ein rotierendes System, wenn er diesem System angehört. 
Seine absolute Geschwindigkeit wird in diesem speziellen 
Falle die „Führungsgeschwindigkeit“ genannt. Die Ge- 
schwindigkeit in bezug auf das bewegte System ist die 
relative Geschwindigkeit. Im allgemeinen ist also die 


absolute Geschwindigkeit œ die geometrische Summe der 
Führungsgeschwindigkeit und der relativen Geschwindigkeit 2. 
Besitzt das Bezugssystem um den festen Punkt O die Winkel- 


geschwindigkeit w, dann ist die Führungsgeschwindigkeit wz 
und die absolute Geschwindigkeit 


= 
i=5-+082. 


21. Die vorstehende Formel gilt für die absolute 
Änderungsgeschwindigkeit eines beliebigen Elementar- 
vektors, der in bezug auf ein mit der Winkelgeschwindig- 
keit œ rotierendes starres System, eine relative Änderung 
erfährt. Folglich ist auch: 


dx dž 


= -+ wz + wl + ws). 
dr dr 


Denn die ganze Änderung von x setzt sich geometrisch 
zusammen aus der relativen Anderung: 


und aus der Führungsänderung: 


wla + wi). 
Also ist: 
z dx 2 


-ÚT 


s ww) + 2wr 
d? dr s 


wobei die Rotation w als unveränderlich angesehen ist. Kann 
man diese Annahme nicht machen, dann wird: 
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= - + wë + o:+ wl -+ w82). 


Es tritt also jetzt noch das Glied œz hinzu. In der Regel 
kommt man mit der Formel: 


in welcher f= »(w2) die Führungsbeschleunigung, 


5 die relative Beschleunigung und c=2wz2 die 


zusammengesetzte Üentripetalbeschleunigung be- 
deutet, aus. c wird auch zuweilen als Coriolisbeschleu- 
nigung bezeichnet. 

Die Prinzipien der relativen Bewegung werden bei der 
theoretischen Behandlung der Fallgesetze in bezug auf den 
rotierenden Erdkörper, zur Untersuchung der Rollbewegung 
starrer Körper, sowie in der Kinetik der aus starren Gliedern 
zusammengesetzten Gelenkketten und der elastischen Systeme 
benutzt. Sie sind also auch für die Anwendungen der 
Mechanik auf technische Probleme von großer Bedeutung. 
Endlich sind sie auch als Ausgangspunkt vieler Sätze der 
geometrischen Kinematik mit Vorteil verwendet worden. 
(Resal, Königs.) 
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Die Dynamik ist die Lehre von den Kräften und 
den durch sie hervorgebrachten Bewegungzuständen. Sie 
zerfällt in Statik, Kinetik und Kinetostatik. 

Die Statik beschäftigt sich mit der Reduktion der 
Elementarkräfte, d. h. mit der Bestimmung der Komponenten 
der Systemkräfte, welche im allgemeinen nicht mehr den 
Charakter von Elementarvektoren (Strecken) haben. 

Die Kinetik behandelt den Bewegungsprozeß — im 
allgemeinen Sinne — welcher gegebenen Kräftesystemen 
entspricht. 

In der Kinetostatik werden die inneren Span- 
nungen, sowie die Reaktionen in den Gelenken und Lagern 
bewegter Systeme betrachtet. Sie ist ein wichtiges Glied 
der Maschinenmechanik. 


a) Statik. 


1. Die Massenbeschleunigung (uw) faßte man schon 
in den ersten Entwicklungsstadien der Mechanik als durch 
eine äußere Ursache veranlaßt auf, und diese Anschauung 
erhielt durch die Ausbildung der Gravitationstheorie (Newton) 
eine wesentliche Stütze. 

In diesem Sinne kann man jeden Vektor, welcher mit einer 
Bewegungsgröße uv oder mit einer Massenbeschleunigung u w 
gleichartig ist, Kraft nennen, insofern eine Außenwirkung 
(Geschwindigkeit erzeugende bezw. beschleunigende) auf den 
freien materiellen Punkt von der Masse u in Betracht kommt. 
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Man bezeichnet insbesondere den Vektor 


h = uv 

als „elementare Momentankraft“ und den Vektor 
Daa 

als „elementare zeitlich wirkende Kraft“ (Hertz). 

Die Zusammensetzung von Kräften, welche an dem- 
selben Punkte wirken, erfolgt nach der Regel der geome- 
trischen Addition (I., 1.). 

Für die Zusammensetzung der Kräfte an einem System 
hat man dasselbe Prinzip (II., 12. und 13.) angewendet, 
welches für die ihnen gleichartigen kinematischen Größen 
av und uw adoptiert wurde. l 

Die Größen h.öv und %k-öx werden virtuelle 
Arbeiten für die Kräfte A und k genannt. Deshalb be- 
zeichnet man die den kinematischen vollständig analog ge- 
bildeten statischen (dynamischen) Additionsregeln: 


S h- dx= hóg + hdg ... + hd 
Ek. ôx= kóg + kg +- -o + Kuda, 


welche das ganze System der Elementarkräfte auf soviele 
Komponenten (h;, h,, ... h, bezw. ki, ky, -.. kn) zurück- 
führen, als dem materiellen Systeme Freiheitsgrade zukommen, 
als „Prinzip der virtuellen Arbeiten“. 

Die theoretische Mechanik ist in ihrem Entwicklungs- 
prozeß zu dieser allgemeinen Auffassung der Kräftereduktion 
allmählich (Galilei, Joh. Bernoulli, Lagrange) durch 
immer umfassendere Induktionen gelangt und hat auf jeder Aus- 
bildungsstufe sorgfältig darauf geachtet, daß die Folgerungen 
aus diesem allgemeinen Additionsprinzip für spezielle 
Systeme (Hebel, starres System) mit den bereits anerkannten 
elementaren Reduktionsregeln (Satz vom Hebel, der schiefen 
Ebene, Flaschenzug, Seilpolygone) vollständig übereinstimmten. 


A. Kräftereduktion am starren System. 


2. Da die Reduktion für Momentankräfte und zeitlich 
wirkende Kräfte dieselbe ist, so wollen wir der Gewohnheit 
gemäß nur die letzeren in den Gleichungen einführen und 
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die Sätze dementsprechend ausdrücken. Auch an massive 
starre Systeme brauchen wir hier nicht zu denken, da der 
Massenbegriff in die Statik nicht unmittelbar eingreift. 


Nach II., 16. ist für starre Systeme ðs = ðc +69: x, also 
EZkdz=dc-Ik-+SIkdd-n 
oder nach I., 8.: 
Zköz=dc- k+ óp. STk. 
Setzen wir noch $ ’ 
Sk=k ud Fck=M, 
so nimmt die Reduktionsgleichung die Form an: 
Eködz=k- ðc +M.: ð. 


kır kə, ka, Mi, Mo, Mg sind die sechs Komponenten des 
dynamischen Vektors in bezug auf das freie starre System. 
Dieser Systemvektor zerfällt also hier in zwei Strecken 
k und M, welche man gewöhnlich die Resultantkraft 
und das Moment der Elementarkräfte nennt. Der 
Vektor M ändert je nach der Wahl des Bezugspunktes O, 
für welchen das Moment gebildet ist, Richtung und Größe. 

3. Setzt man v =a + x’ indem man das Centrum des 
Momentes um die Strecke a verschiebt, dann wird das neue 
Moment: Ea = 

S x'k = Z (x —a)k =Z xzk— ak 
also i ? 
M’ = M — ak. 


Wir wollen M’=4.k setzen, also den Ort des 
Punktes O’ so wählen, daß die Richtung des resultierenden 


Fig. T. 


Momentes (M’) mit der Richtung der Resultantkraft zu- 
sammenfällt. Dann ist 
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Àk = M—ak 
oder è AN 
0 = kM — klak). 
Dies ist die Gleichung einer geraden Linie für den Ort 
des Reduktionspunktes O’, welche man die Centralachse 
des Kräftesystems nennt. 
Um die Gleichung der Centralachse in der Form I. 11. 
zu erhalten, setze man 
kM =k? e, 
wodurch dieselbe zunächst die Form 
k?+c—k!-a-+lka)k=0 
annimmt. Hieraus folgt unmittelbar 
k (a — )=0. 
4. Wenn man will, kann man alle Elementarkräfte, 
welche das Moment M erzeugen, durch zwei parallele und 
entgegengesetzt gerichteten Kräfte Æ und %’ ersetzen, deren 


Angriffspunkte von O durch die Vektoren a und — a be- 
stimmt sind. In diesem Falle ist 


M = ak + (— a) (— k) = 2a -k 
also 
M=2ak. 


Fig. 8. 


Eine derartige dynamische Kombination nennt man ein 
Kräftepaar, a den Arm desselben. Seine Ebene muß 
auf M senkrecht stehen (Poinsot). 

5. Ein System von Elementarkräften ist an einem be- 
liebigen materiellen System im Gleichgewicht, wenn alle 
Komponenten des dynamischen Vektors in bezug auf dieses 
System verschwinden. 
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„Am starren System halten sich Elementarkräfte das 


Gleichgewicht, wenn sowohl ihre Resultantkraft (k) als auch 
das resultierende Kräftepaar verschwindet.“ Denn die Be- 
dingungen des Gleichgewichts sind: 


k=0 md M=0. 


6. Setzen wir in dem Ausdruck 


M =35rk 
g=0 4l- k, 


sodaß also k(2’—x)— 0 wird, dann geht derselbe über in 


- Fck+i1Iikk 
d.h. 


Srk=2xk. 


„Werden am starren System alle oder einzelne Elementar- 
kräfte so verschoben, daß jeder Angrifispunkt in der Geraden 
der betreffenden Kraft bleibt, daun erfolgt keine Störung 
des Gleichgewichts, wenn dasselbe vor der Verschiebung 
bestand.“ 

7. Besonders einfach gestaltet sich die Kräftereduktion 
in der Ebene (x,=0, k= 0). Denn in diesem Falle ist 
das Moment 


M.= S zk 


und die Verschiebung des Reduktionspunktes um die 


Strecke a, welche der Substitution <= «+ x’ entspricht, 
gibt: 
M’= M — (a,k,— a,k,), 
wenn wieder 
2Zk=k md Zkh=k, 
gesetzt wird. 

Die Bedingung M’ = 0 oder a, k — @ kı = 0 liefert für 
den Ort desjenigen Reduktionspunktes O’, für welchen das 
Kräftepaar verschwindet, eine Gerade in dieser Ebene 
(„Centrallinie“), wenn nicht k = 0 und k, = 0 wird. Im 
allgemeinen Falle reduzieren sich also alle Kräfte auf eine 


Resultantkraft k, im letzteren auf ein Kräftepaar. 
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8. Die Reduktion eines Systems paralleler Elemen- 
tarkräfte i 
Ack, Kock, a. AE 
ergibt: 3 A 
k=[+i+... HAV] k= Eik 
und 7: 
M =Z å- zk. 


Die Substitution z = a -+ x’ liefert: 


M' = J ifs — ak. 
Setzt man 
. Zitat ER, 
so wird das Moment in bezug auf den Punkt a: 
M = X1. (f —a)k, 


verschwindet also für 4 = v. 

Der Punkt x wird als Mittelpunkt der parallelen 
Kräfte bezeichnet. Das ganze System der Elementarkräfte 
reduziert sich für denselben auf die Resultante k, indem 
das Moment (also auch das resultierende Kräftepaar) ver- 


schwindet. 24 wird hierbei als von Null verschieden 
vorausgesetzt. 


9. Wenn ein starres System einen festen Punkt C 
hat, dann übt das Kräftesystem auf denselben eine Reaktion r 
aus. Die Gleichgewichtsbedingungen geben 


r+4+5Sk=0, 
woraus 
r=— Jk 
folgt. 

10. Ein starres System kann auch zwei feste Punkte 
mit den Koordinaten (0, 0, a) und (0, 0, b) besitzen. Die 
betreffenden Reaktionen seien r und s. In diesem Falle 
bestehen die Gleichungen: 


rn -+s -+k = 0, tat S+ ka= 0, ta +s+ k=0, 
— an — bs t+ M = 0, antbs tM =O, M=0. 


www.rcin.org.pl 


28 III. Dynamik. a) Statik. 


Die Größen k und M haben die bisherige Bedeutung. Aus 
den Gleichgewichtsbedingungen folgt: 


„Pk —M „bk — Mi 
- a—b ’ ~ a=b ?’ 
_ ak —M, ak, —M, 
a 7 Bl Dr 
und 
T3 F Ss = — ky. 


11. Den Fall eines in drei Punkten gestützten 
Körpers wollen wir noch unter der speziellen Voraussetzung 


Fig. 9. 


durchführen, daß nur eine Kraft k senkrecht zur Ebene der 
Stützpunkte wirkt (Tisch auf drei Beinen). 
Die Gleichgewichtsbedingungen sind jetzt: 


1) ns +r4hh=t0, 
2) n+Ss +h=0, 
3) sts th rk=0, 
4) as rs + brs +0, 
5) Qta + b S + Gh -tH ank I= O0, 
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wenn die Vektoren der Stützpunkte mit a, b,c und die 


betreffenden Reaktionen mit r, s, é bezeichnet werden. Aus 
den Gleichungen 3), 4), 5) el man unmittelbar: 


ER 
D:-n=— in A &+%k, 
L : 1 
Sr a’ 
Ds = — a u alek, 
| 1 
G ù Ñ 
Peha a Al, 
1417 l 
wo zur Abkürzung 
u De ig 
D= 5 A 
Oe A | 


gesetzt ist. Diese Resultate gestatten eine naheliegende 
geometrische Interpretation. 

12. Ein Kräftesystem am starren Körper ist im 
astatischen Gleichgewicht, wenn ihr Moment Null bleibt, 
sobald derselbe eine kleine Drehung erleidet, während die 
Elementarkräfte — an ihren ursprünglichen Angriffspunkten 
haftend — keine Richtungs- und Größenänderung erleiden 
(d.h. stationär bleiben). 

Die Bedingung der Astasie eines im Gleichgewicht be- 
findlichen Kräftesystems ist also: 


ÒM = S óx k=0 
oder er 
S(p -x)k= 0. 
Die Summe 
|tt — (k. 58) z] 


muß also für jeden Wert von 5% verschwinden, so daß 
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S (xiki +, + 2, %)89, — E (kó +50, + öd)r =! 
E(x k + tyka + 2,6), — E (k 69, +60, + ka A)T = 0 
Z (w ki + ta ka + ta kolha — I (kóta +1,89, + kg ÂD) E = 0 


wird. 
Gewöhnlich setzt man zur Abkürzung: 


S Lika = Aen 
und erhält: 
(Ass + An) 59, — A dOa — An dD = A 
— 4,89, + (Ars + Aia — Aag AD = 0 
— 4,59, + AnD + (An tH Ass)d0, = 0. 


Wegen M =0 ist Aus = An. Die Bedingungen des 
astatischen Gleichgewichts sind also: 


Antam Anl, Aym 
Azs + A =(, Ans = 0 
BEN. 


B. Reduktion der Elementarkräfte an der Stabkette 
mit Kugel- oder Cylindergelenken. 


13. Mehrere starre Körper (Stäbe) sollen durch Kugel- 
gelenke miteinander zu einer einfachen Kette verbunden 
sein. In dem ersten Körper G’ nehmen wir einen beliebigen 
Punkt C’ an und beziehen denselben auf einen festen 
Bezugspunkt O im Raume durch den Vektor O C’ = c’. Für 
die übrigen Gelenke gelten ganz analoge Bezeichnungen. 
C” ist der Mittelpunkt des ersten Kugelgelenkes, in welches 
der Körper G” eingreift. P', P” u.s.w. sind beliebige 
Massenpunkte der betreffenden Gelenke, an welchen Kräfte 
k, k”, ... angreifen. In C’ und den darauf folgenden 
Gelenkpunkten C”, C” ete. wirken die Kräfte g’, g”, g” ete. 
Die übrigen Bezeichnungen sind ohne weiteres aus Figur 10 
verständlich. 

Für die virtuellen Verschiebungen bestehen nun 
offenbar die kinematischen Grundgleichungen (II., 16.): 
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öx’ = ô” + J (x — c), dc” = de’ + dP" — c*), 
Òx” = dc" + ddl — e”), de” = de" + dO — e"), 


g 


Fig. 10. 


14. Das Lagrangesche Reduktionsprinzip (III. a. 1.) 
gibt im gegenwärtigen Falle die Ansatzgleichune: 


S kox p Zr Eor”... + 2m msn 
++ "dc" +... + gs + gurdachtn 
=F ôt + Po a R’rsd"+ ... + B, 


wenn die Kette aus n Gliedern besteht. Die Summen- 
zeichen 2”, 3", ... beziehen sich auf alle Elementarkräfte 
der aufeinander folgenden Glieder mit Ausnahme derjenigen, 
welche im Anfangspunkte, in den Gelenkeentren und in 
einem willkürlich gewählten Schlußpunkte des letzten Gliedes 
wirken. 

Führt man die Ausdrücke für die virtuellen Ver- 
schiebungen in die letzte Gleichung ein, dann erhält man 
nach Ordnung der Glieder: 
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Part... HN" ger 


E = MH WR HF. Fk) 
+ (e"— eg” + 9" +... ++) 
R” = ME + (e”— ck” + KIT... + KO) 
HEIO FIT +... HeT) 


R" =Í u ME- D (0 c" _ 2) T (™ BE S Dg g" FY j 


R” = Mm” + (et jis c®) gt, 


Hierin ist zur Abkürzung 


S'ke k'i- ZUR... SEN = KR 
und 
3 dk = Mi, FE" a”k” + M/, Fe 5" a 7." — ME” 
gesetzt. BE S U 
Die Vektoren t’, R’, R”,..., R®, welche in 3 (n + 1) zu 
einander rechtwinklige Komponenten zerfallen, bestimmen den 
Vektor der Kraft in bezug auf das System vollständig. 


f=0, R =Ù), R”=0, ... R"—=0 


enthalten demnach die expliciten Gleichgewichtsbedingungen 
des Systems. 

15. Man kann sich die Punkte ©’ und C"+» durch 
Kugellager gestützt denken. In diesem Falle sind g’ und „"+ 
die Stützreaktionen, welche aus den obigen Gleich- 
gewichtsbedingungen bestimmt werden können. 

Bei den meisten Gelenkketten sind die Verbindungen durch 
eylindrische Lager und Zapfen oder durch Cardanische 
Gelenke gegeben, da Kugellager ungleich schwieriger aus- 
zuführen sind. Der besondere Fall der ebenen Beweglich- 
keit ist in dem oben ausgeführten allgemeinen enthalten, 


C. Reduktion der Gelenkkräfte am Seilpolygon. 


16. Gewöhnlich betrachtet man — in der theoretischen 
Mechanik — die Kettenglieder als gewichtlose Stäbe oder 
Seile und läßt keine Kräfte auf dieselben wirken, behält 


aber die Gelenkkräfte g’, g”... g"+" bei. Dann ist: 
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P= g ++... tet, 


R'= (et — eg” Hg +... H ge), 


B” + (e" — e") Tia Jk g7 3% .+ g+) 3 


gm) —=(elu+ rn cm) gri b 


Nach Ausführung der Kräftereduktion an diesem reduzierten 
System erhalten die Gleichgewichtsbedingungen die Form: 


kpk”... H kka 


7 z’) noae a E T 


g= £") (k a kI zE CE Au +5) = 0 


(at +u__ x) kur) 0, 


wenn wir — in Rücksicht auf weitere Anwendungen —_ x 


statt e und % statt g schreiben. 
17. Setzen wir noch: 


PriBe +. E 

YLENI.. HEUSE, etc. 

dann erkennt man aus den statischen Gleichungen 
K+t-=0 
(«”—a’)t’= 0 


(x — x") = 0 


mto — 2m) 0) — 0 
(x zw) 


sofort, daß t’, £” etc. die Spannungen in den aufeinander- 
folgenden Verbindungsstücken darstellen, 


Heun, Mechanik. 


3 
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18. Lagrange hat die Theorie der Fadenkurven un- 
mittelbar aus dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen 
abgeleitet, indem er durch Einführung der virtuellen Arbeit 
der Spannungen die kinematische Beschränkung für die 
virtuellen Verschiebungen aufgehoben hat. 

Wir können uns die Bedeutung dieser Auffassung am 
Stabpolygon klar machen. Die einzelnen Glieder des Systems 
(Fig. 11) kann man sich aus zwei Teilen bestehend denken, 
welche in der Richtung einer gemeinsamen — durch zwei auf- 
einander folgende Gelenkcentren gehenden — Achse verschieb- 
bar sind. Die Spannungen t’, t”, etc. lassen sich dann durch 
Spiralfedern, welche die beiden Teile verbinden, aufnehmen. 
Dieses erweiterte System ist insofern virtuell frei, als nun 
die einzelnen Gelenkpunkte drei Gerade der Freiheit erlangt 


Fig. 1ı. 


haben, also keinen geometrischen Bedingungen unter- 
worfen sind. Die dynamische Bedingung, welche ausdrückt, 


daß die Vektoren ?’, t”, ete. stets die Richtung der betreffen- 
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den Verbindungsachse (C’ 0”, C” C”, etc.) haben müssen, 
kann an jeder Stelle der Rechnung — also auch am Schluß 
derselben eingeführt werden. 


Unter diesen Vorraussetzungen liefert das Prinzip der 
virtuellen Verschiebungen den Ansatz: 


kor Rro" +... + Emm + ROH gH 
— da” —a) 15a" — Er) +... N Hal FI) =0 
und hieraus sofort die Gleichgewichtsbedingungen: 
Kıtl=0, 
P—_P4P=0, 


kim _— pn + tm = 0 ; 
pt -įm 0 ; 
Mithin ist: 


4) Ti kin +1) j 


zu—1) = kin + ji +i) i 


¿” = kur gi Zu N: kato, 
T a S d E T G u 
also ganz in Übereinstimmung mit den Gleichungen ITa, 17. 
Die Richtungsbedingungen für die Spannungen liefern 
sofort die Gleichungen 
.”— æ) t= 0 


Ze =0 


(«#72 zw) w= 0 N 


womit das Problem vollständig gelöst ist. 
5* 
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D. Die Seilkurve. 


19. Aus dem Seilpolygon geht die stetige Seilkurve 
durch einen Grenzübergang hervor, indem man die einzelnen 
Glieder unendlich klein werden läßt und die Voraussetzung 
macht, daß das Anderungsgesetz der äußeren Kräfte- 
wirkung dem Prinzip der Stetigkeit entspricht. 


k, 


o 


Fig. 12, 


Man erhält jetzt unendlich viele Gleichgewichtsbedin- 
gungen, von denen man aber nur zwei für einen beliebigen 


Punkt (X) hinzuschreiben braucht, nämlich 


=- Am 
t=jk 
(X 
und 
de-t=(. 
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Das Integral erstreckt sich über alle äußeren Kräfte 
von dem Punkte (X) bis zu einem Endpunkte (B). % ist 
die Kraft, welche auf das Bolgenelement dx wird. Bezieht 
man die Kraft auf die Längeneinheit der Kurve und nennt 
sie x, dann ist 


k=x.de, 
also 
m 
t = |zdx 
(X 
oder e. l 
dt = —zx dt. 


Die Bedingungen des Gleichgewichts an der 
Seilkurve für einen beliebigen Punkt (X) werden demnach: 


di 
dz 
Aus der letzten Gleichung folgt: 


+z=0 und dx.t=0. 


- dz 
he i. 
so daß man 


d 
dæ ( =) +a 


erhält, welches die übliche Form der statischen Gleichung 
ist. Die Zerlegung in rechtwinklige Komponenten ergibt: 


aaa) + u lt) Eu le) +=. 


Das Bogenelement dx kann auch durch das gebräuchlichere 
Zeichen ds ersetzt werden. 

20. Die Gleichung der Kettenlinie*), in der Ebene 
(23 = 0) erhält man durch Integration der Gleichungen: 


‚da,‘ 
a. 
i (To) piia- 


*) Die spezifische Schwerkraft — x wirkt in der Richtung der xs. 
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in denen gewöhnlich 
dx, = ds» cos Ò 
dx, = ds » sin # 
gesetzt wird. Dann ist 
t cos Ò = hn, 


so daß Z, die Spannung im tiefsten (oder höchsten) Punkte 
der Seilkurve bedeutet. Aus der zweiten Differential- 
gleichung folgt: 


DIE dted - 
7, sin ++ =l, Sr ra =(, 
EL. at 3 
” cos?) 
Mithin: 
TAA bo Er; ee fọ sin er d 
z cost’ e žo cosp 


Die Ausführung der Quadraturen und die Elimination 
des Winkels # ergibt die Gleichung der Kettenlinie in 
rechtwinkligen Koordinaten. 

Für kleine Durchbiegungen kann man in erster 
Annäherung cos =1 und sn#=# setzen und erhält: 

1% 


o 
u = — + ua Ta == 
. 1 Ta ; 
B # 4% 


WE ag- 


-0 ʻa 


Á B 
Fig. 18. 


Die Kettenlinie mit kleiner Durchbiegung ist also an- 
genähert als Parabel darstellbar, deren Gleichung sich durch 
Elimination von © ergibt, nämlich: 

Xa — h = - 2 2. 
2 2 to 

h bezeichnet den Pfeil der Durchhängung. In den 
Aufhängepunkten (4, B) bildet die Tangente mit der 
Horizontalen den Winkel: 
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F 7) 
=x 


b’ 


wenn 24 die Spannweite des Fadens ist. 
21. Die Annahme 


e dx, 
AT er 7% 


entsprechend den Differentialgleichungen 


d (et) S: d eea) - „aa =; 


ds\ ds ds\ das} "ds 


führt durch Integration auf die Gleichung: 
bnt xai + Ct + a= 0 3 


also auf eine Parabel als Gleichgewichtskurve. Hier ist 
die Belastung proportional der Horizontalprojektion des 
Bogens. 


23. Nach I, 12., kann man die allgemeine Gleichung 
der Fadenkurve: 
d =à - j 
2 a a 
dx è dx E i 
auch in der Form 
do di 2 
dx ae 


schreiben. Nun ist aber (L, 13.): 


da 2 y 
dz r` 
Folglich: 
£ et 
r dx 


Zerlegt man also x nach den Richtungen der Tangente, 
der Hauptnormalen und der Binormalen, entsprechend der 
Gleichung: 


x = žo -t X-F Hry 
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so erhält man die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen: 
dt 


re Eu 
: dx’ 


X, = 0, 


x liegt also ganz in der Schmiegungsebene. 


b) Kinetik der Momentankräfte. 
1. Die Gleichung 


Hu v = h 


entspricht der Auffassung, daß die Bewegungsgröße uv 
durch die Momentankraft h infolge einer Außenwirkung 
zeitlos hervorgebracht wird. Lagrange nennt einen 
solchen — in der Natur unmöglichen — Vorgang eine 
Impulsion, indem er an eine gewisse — wenn auch un- 
vollständige — Analogie mit den Stoßvorgängen denkt. 

Die Impulsion ist also ein idealer kinetischer Prozeß, 
der nur dadurch praktische Bedeutung gewinnt, daß er sich 
mit Vorteil in der Kinetik der zeitlich wirkenden Kräfte 
verwenden läßt. 

Wir können einem Punkte von der Masse u einmal 
eine Impulsion 

uo = hO, 


ein andermal die Impulsion 


uv® = h 
erteilt denken. Dann ist 


u (ed — 29) = A — hO 


die Impulsion, welche den Punkt zeitlos aus dem Ge- 
schwindigkeitszustande uv® in den neuen Zustand uv™® 


überführt. 
A. Die Impulsion der gebundenen Systeme. 


2. Bei einem gebundenen System können wir uns jedem 


Punkte eine willkürliche Momentankraft k eingeprägt denken. 
Diese kann offenbar jenem Punkte keine willkürliche Be- 
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wegungsgröße erteilen, sondern nur eine solche (uv), welche 
mit der Beschaffenheit des Systems verträglich ist. Der Rest 


h— uv=r 


wird als Elementarreaktion oder Elementarspannung 
bezeichnet. 

Bilden wir nun für diese Elementarreaktionen die Kom- 
ponenten des Vektors in bezug auf das ganze System, so 
müssen diese sämtlich verschwinden, da ihre gesamte Im- 
pulswirkung Null ist. Nach dem Prinzip der virtuellen 
Verschiebungen muß also die Gleichung 


Ir.d2z=0 
bestehen, oder auch: 
(hu v)-dr—0. 


Diese Überlegung bildet den Inhalt des D’Alembertschen 
Prinzips für Impulsprozesse, 

3. Für ein System, dessen Position durch die all- 
gemeinen Koordinaten 9, , 9%, -- -, 9%, bestimmt ist, hat man 
nach IL, 14.: 


Suv. r= en “fi i- . la -+ +... + E "Öl, 
oM Cda oq, 


und nach Ma, 1.: 
Ih- òz= h ðq + h Ögat e +h Ôg- 


Die Impulsion für ein derartig festgelegtes System wird 

also dargestellt durch die Komponentengleichungen: 
Gel Frege ee 
og 09 dr 


welche zuerst von Lagrange angegeben sind. Aus den- 


selben kann man die Größen 4, Qz, ---, q, berechnen, 
wenn die Koordinaten qi, Qo, ---; Qm, sowie die Kom- 
ponenten h,, hz, ..., h, gegeben sind. 
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B. Allgemeine Impulsion des starren Systems. 


4. Für den freien starren Körper hat man nach IT., 18: 


X uv- dr ule+ wa). dc Iwa'e + J|- ġp 
und nach ITa., 2: 


2h- x =h -c+ My * óð , 
wo 
h=3h und M= 3rth 
ist. 
Folglich lauten die Impulsgleichungen für diesen Fall 


wle+oa}=h, 
wWadc+J= Mi. 


Die Zerlegung dieser beiden Vektorgleichungen in recht- 
winkliche Komponenten ergibt sechs Gleichungen. 
Besonders übersichtlich werden die Impulsgleichungen 


für die Annahme «= 0. Man erhält dann 
we =h und J= Ma. 


Die resultierende Momentankraft h beeinflußt also den Schwer- 
punkt genau wie einen freien Punkt, in welchem die ganze 
Masse (w) des Systems vereinigt gedacht ist. 

5. Die Impulsgleichungen für ein starres System, welches 


um einen festen Punkt (a = 0) drehbar ist, lauten nach 
II., 18. in expliciter Form: 


T, w, — D; an — Da wo = X (cty hy —a,h,), 
T; o — D, 0% — Dz 0) = S (ag hy —a, h,), 
T, 0, = D, a — D, Wg = 2 (a Ra — (de h) . 


Für Hauptträgheitsachsen verschwinden auch noch die De- 
viationsmomente D,, D,, D;. 
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c) Kinetik der zeitlich wirkenden Kräfte. 


A. Bewegung eines freien Massenpunktes. 


1. Die Bewegung eines einzelnen freien Punktes 


von der Masse u erfolgt unter dem Einfluß der Kraft % 
nach der Gleichung 


dèx 


` dr? 


u 


Bei diesen einfachen Problemen setzt man gewöhnlich u=1, 
da nur eine Masse in Betracht kommt. 
Die Integration der Differentialgleichung der Bewegung 


liefert, wenn $ keine höheren Differentialquotienten als dr 
enthält, zunächst ein Integral von der Form 
z= fie, T), 


worin c eine vektorielle Konstante bedeutet. Eine zweite 
Integration ergibt: 


x = Fla,e,r), 


2. Ohne Einwirkung äußerer Kräfte bewegt sich 
der Punkt gemäß der Gleichung 


dx 
2 


woraus durch Integration 
z=e mÀ z=cr+ta 
folgt. Aus der letzten Gleichung ergibt sich 
er —a)= Ù, 


Dies ist nach I, 11. die Gleichung einer Geraden, 
welche die Anfangsgeschwindigkeit c enthält und durch den 
Punkt a geht (cf. Anhang F. 7). 
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3. Die Bewegung mit konstanter Beschleunigung 
(a) ist definiert durch 


d'a n 
dr! I- 
Die Integrale sind 
z= g-r-+ c 
und 
1 ri 
t= 59 4e- t4a. 


Aus der letzten Gleichung folgt unmittelbar: 
ge-z—a=l. 


Nach I., 10. verläuft also die Bewegung in einer Ebene 
durch den Punkt a parallel zu den Vektoren g und e. Die 
Bahn ist eine Parabel. 
4. Die Bewegungsgleichung 
d? x T 
de ch 


worin x? eine positive Zahl bedeutet, führt auf: 
zı= 0, oder z z= Č. 


Da C eine von der Zeit (r) unabhängige Konstante vorstellt, 


so ist, da für r = 0 z=a und g =c¢ wird, 


ac= C. 
Aus der Gleichung: 
t%= 4t 
folgt aber unmittelbar 
ac- =l. 


Dies ist die Gleichung der Bewegungsebene, welche 


durch die Vektoren a und c festgelegt ist. Zerlegen wir die 
ursprüngliche vektorielle Differentialgleichung nach dieser 
Ebene in rechtwinklige Komponenten 
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d? ti 4 de? Cs 
n =E m y 
dr? dr? v7 


=x tj; 
dann ergeben die gewöhnlichen Regeln der Integralrechnung: 


v 


g =q e7 | 
(A) 


T = h t + bhe] 
und durch Vertauschung von x? mit — x? 


’ aa 
x = al cos ar + bi singt 
1 1 1 
\ C (B) 


Ta = af cosxr + bd sinzz. Í 


Die Integrationskonstanten a, ,5,,@, D; Qai, dr, ag, bg erhält 
man aus den Anfangsbedingungen. 

Beide Bewegungsformen sind für die Anwendungen von 
großer Bedeutung. Im ersten Falle kehrt der Punkt niemals 
in seine Anfangslage zurück, im zweiten Falle (harmonische 
Bewegung) geschieht dies immer wieder nach Ablauf der 
Zeit 2r:x, wie man aus den Integralgleichungen (B) ohne 
weiteres erkennt. Die Bahn selbst ist hier eine Ellipse 
(bezw. ein Kreis oder eine in sich zurücklaufende Strecke). 

5. In der Astronomie ist eine besondere Klasse von 
freien Bewegungen behandelt worden, bei welchen die Kraft 


in die Richtung des Vektors æ fällt und der Größe nach 


Fig. M. > 


nur von der Länge dieses Vektors abhängt. Die Bewegungs- 
gleichung ist in diesem Falle 
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dx g 
=e. x, 


dr? 


wo ¿ eine Funktion des Abstandes g ist (Centralbewegung). 
Man erhält sofort 


d. h. 


Um die Integrationskonstante ČC zu bestimmen, setzen wir 
FET 2er gell: 
Dann wird 


also i 

ac-zell. 
Die Bewegung erfolgt demnach mit konstanter Sektoren- 
geschwindigkeit in einer Ebene, welche durch den Anfangs- 


punkt x = 0 und durch c geht (Prinzip der Flächen). 
Aus der Differentialgleichung der Centralbewegung 


folgt ferner: 


dx d!x ‚dx — 


dr da dr ? 
d. h.: 
1 Ed faaie 1.d2) „de 
2 dr Ka 3 J dr es daz 
oder 
- (a2 — ¢?) = [Erde = Fix) — Fia). 


Da £ nach der Voraussetzung eine bekannte Funktion von x 
ist, so kann auch (x) — F(a) als bekannt angenommen 
werden. 

Die Gleichungen 


tga C 


l (is — e) = Fo) — Fü) 


9 
. 
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sind Integralgleichungen der Centralbewegung, aus welchen 
die Gleichung der Bahn durch Elimination von dr und 
eine weitere Quadratur folgt. 

6. Bei der Planetenbewegung ist 


+ 
m a” 
wear 
also: 
N: x? 
l ze Fries, ’ hi, = i x3 E) 
d. h.: 
„4 
o 2 4 zZ 
K= + k= 
mit 
Folglich : 
y? 
k=- 
q? 


Die anziehende Kraft ist umgekehrt proportional dem 
Quadrate des Radiusvektors (Newtonsches Anziehungs- 
gesetz), welcher vom Mittelpunkte der Sonne gerechnet wird. 

Hier erhält man für F(z) — F(a) den Ausdruck 


# 


so daß die ersten Integralgleichungen der Bewegung in der 
Ebene x, = 0: 


werden. 
Wir wollen r statt x setzen und Polarkoordinaten durch: 


zı=r cos, n=rsind 


einführen. Dann erhält man: 


Iè „(doe | 
ee 
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und durch Elimination von dr: 


5) +1|- 


r? dÊ 


or 


n 


r? 


af" 


Hieraus kann r durch eine Quadratur als Funktion von 9 
gefunden werden. 

Die Reehnung gestaltet sich etwas übersichtlicher, 
wenn man 


1 
ST 
r 
setzt. Dann wird: 
1dr _ de 


~ r? dd > da’ 


> (de) e -e+ 2r). 


Hieraus folgt durch nochmalige Differentiation nach 9: 
d?r xz? 


also: 


oder 
TN =) i 
A a a a aa 
Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung 
ist aber bekanntlich: 


x” 


ar tra A cos -+ B sin d. 
Folglich: 
l 
r=; š 
s }- A cos ® -+ B sin d 


Die Bewegung erfolgt in einem Kegelschnitte, in 
dessen einem Brennpunkte das Anziehungscentrum liegt 
(Kepler): 

Um die Integrationskonstanten A, B, C zu bestimmen, 
muß man die Anfangsgeschwindigkeit "und die Orientierung 
der Bahn kennen. 
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7. Im allgemeinen kann man bei der freien Bewegung 
eines Punktes die rechtwinkligen Koordinaten x,, &,, £, des 
Vektors æ durch drei allgemeine Koordinaten 9, ga, % 
ausdrücken. 

Nach II., 8., ist dann, wegen 


dr? =s- 
— d [ðE ôE GE\ ôE 
nee mi 
dr\ð g öy, dr\ög, ga 


l [0 E\ GE 
k = ; ) — 
dr F gi 09 
und die Vektoren &, &, & sind definiert durch die Gleichung: 
ds = adq + adh + Edga. 
Einer Zerlegung nach drei rechtwinkligen Koordinaten- 
achsen entsprechend setzen wir: 

a= — eu T t+ tis 
E = bn + iat Ess 
ari L tsa F tss 


und 
The 
Nun ist: 
dx, = ed + End g + Ess das 
Aty = Ero AQ + tralla + Erd; 
d Xy = tgd Qy F Eog d Qo H Egs d Gg» 


Diese Gleichungen müssen aber identisch mit den 
folgenden sein: 


ôx ôx ôx 
de = =d drei, 
1= 77, 4 + Tg o Ta ga 
dx, dx, GE; 
dt, = ——= d — sd „+ = 2 dag, 
= a Mı dq, VE F 9 
de, = 


Houn, Mechanik. 4 


www.rcin.org.pl 


50 III. Dynamik. c) Kinetik der zeitlich wirkenden Kräfte. 
Mithin ist: 


om, Ô Ty s dr, 
=, Emo a5 
11 om 12 ôq’ 13 åq’ 
nn om ce GESA aE E 
ah 7 N i: 
GESI Of, Ô Ty 


Man erhält also: 


== GES dr, dr 
sik = ely srake + tiska =h th dq, th = Q, 
E E AEE 
ai= enh t enki +h = hga TaT tig 9 
ö 0x, ô 
Esk = eyi k + Eneka + Egs Ks tr T + ksa A = Q. 


Die Bewegungsgleichungen nehmen jetzt die Ai ge- 
sche Form an: 


d Ea ôE 
yya g —-— = Qj; 
dr\oq, og, 
d a: 
AP 09; E> 
d (Fr ôE 

=) == Qs 
dr 32) 09; 


worin 
1 ay (So) (Fe) 
2-5 ia G ra Duh ir a 
die kinetische Energie der Masseneinheit ist. 


Die Größen Qı, Qz, Qs nennt man die Lagrange- 
schen Komponenten der Kraft k. 


8. Schreiben wir symbolisch: 


= (ai) Eiht nh Hah) = (E)E, ete 
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so erscheinen alle dynamischen Komponenten Q als Derivierte 
derselben Funktion 
F= £k 

in dem Sinne, daß bei der angedeuteten Differentiation 
von V, nach den Variabelen q,, 9, 9, nur der Angriffs- 
punkt der Kraft k, welcher durch den Vektor & bestimmt 
ist, eine räumliche Änderung erleidet, die Kraft selbst aber 
nach Größe und Richtung unverändert (stationär) bleibt. 
Wir wollen Derivierte in dieser spezifisch mechanischen 
Auffassung „Angriffsderivierte“ nennen. Die Lagrange- 


“schen Komponenten Qı, Qə, Q; sind dann als die parti- 
“ellen Angriffsderivierten der Funktion 
= Vk = zk 


- * pach den allgemeinen Koordinaten q; , 9,, g aufzufassen. Diese 
; Jundamentale Funktion hat Clausius das Virial der Kraft k 


“gerannt, 
© Wird in besonderen Fällen 
= 
= de\- U 
= (3-5, 
æ oqi og 
Ip rn: 
= a= (a; n= fg’ 
= ka i da 
o "x d U 
al 
049 oda 
werden also die Komponenten @,, Q, Q; partielle Derivierten 
einer Funktion U — im üblichen mathematischen Sinne 


der Operation —, dann nennt man U die Kräftefunktion, 


welche der Kraft k entspricht. 
9. Bei Voraussetzung der Existenz einer Kräftefunktion U 
zerfällt die Gleichung 


in die Komponenten 
ta U PA U Bu OU 
A = =z; H = —,y u —, 
dt? 0% dr dm, dr 0% 
4* 
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Aus diesen folgt: 
u ES de, , r, dx, + d? Xy da, 
dı? dr d? de de dr 
_ ôU dram, _ 3U dr, , ôU das 


dr 0 dr 02, 0T 


Macht man noch die weitere Annahme, daß die Funktion U 
nur von den Koordinaten z;, &,, Ta abhängt, dann nimmt 
die letzte Gleichung die Form an: 


ud a) dat, Ta) _ &U 
2 dr (7 +23) f 7 Iig dr 
oder 
dE daU 
dt dr’ 


woraus durch Integration 
E—-—U=H 

folgt, wenn wir die Integrationskonstante durch H bezeichnen. 
In der Physik nennt man die Größe — U die „potentielle 
Energie“ des Massenpunktes u. Nach der letzten Gleichung 
ist also die Summe der kinetischen und der potentiellen 
Energie während der Bewegung eine unveränderliche 
Größe („Prinzip der Erhaltung der Energie“). 


B. Bewegung auf einer festen Fläche. 


10. Als bequemste Form der Flächendarstellung benutzt 
man (cf. I., 4.): 


2 = fi (022); P = fa (0s 22), 23 = fs (01> 92)» 
Die eingeprägte Kraft k erzeugt die Massenbeschleuni- 
gung uw und die Reaktion s, so daß die Relation besteht: 
k=uw+s. 
Setzt man nun 


v= & q + t2, 
dann ist 
&s=0 und gs=l, 
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da die Reaktion auf der Tangentialebene senkrecht stehen 
muß, Die Bewegungsgleichungen sind demnach: 


sk=une—=(, 


tk = Uew = Q; 
oder nach II., 7.: 


TER 
dr\ög, öq, 
dfn E 
AA m 3 


11. Als Beispiel wollen wir die kinetischen Gleichungen 
für das sphärische Pendel entwickeln. 
Aus der Figur 15 folgt sofort: 


X, = r sin Ý cos y | 
X, = r sin d sin y | 


Xy = r cos Ò. 


Fig. 15 


Für die Geschwindigkeitskomponenten erhält man also 
die Ausdrücke: - y 
2, = r [cos 9 cos y » # — sin 9 sin y + y] 


2,— r [cos P siny - d + sindcosy + y] 


£, = —r sin ŷ - ŷ 
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und hieraus: 
444 : . . 
E= 3 ur: |O? + sin? «+ w?]|. 
Man hat also 


5 ôE TA - 
—=unrd, m = ur sn? O e yp 
FR) ôy 
ôE ôE 


ur? sind» cost- w?, — = 
ĉð z Y3 diy 


Folglich nehmen die Bewegungsgleichungen die Form an: 


d2d Q 


— — sind cos ð - y? = = — 


dr? ur?’ 
_ 
2: d (sine O = ap) uri’ 
wo nach MIb., 7.: 
GEN ia iy, 


Q= k gy th go 3 thg 


AA GEA E 2 pa 
Q= k õy +k Penig ks öy 
zu setzen ist. 


Wirkt nur die Schwerkraft in der Richtung der z,, 
dann ist 


h=0, k=0, mug, 
also 
Q, =— ugrsin t, &=0. 
Die Bewegung des einfachen sphärischen Pendels ergibt 
sich demnach aus den Gleichungen 


dd 


—sind cos". (#)- — f ain d, 
dr? \ y 


£ (ein? ð- y)=0. 
Für ein konstantes ð = a wird 


._ g 
cosa- y’ = 
y 
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also 


p= 


rcosa' 


Dies ist ein Beispiel für eine kinetische Form des Gleich- 
gewichtes eines materiellen Punktes. 

Allgemeinere Formen erhält man durch die Betrachtung 
der Gleichungen: 


ôE öE 
a a Ten 


wenn zwei Grade der Bewegungsfreiheit vorliegen (cf. TTI. e. 26.). 


C. Bewegung auf einer festen Kurve. 
12. Hier ist 


„=hld); Beh), z= fla) 
und dementsprechend 


seh. 
Die Reaktion s in der dynamischen Zerlegung 
k= uw -H s 
genügt der Bedingung  _ 
es=0. 
Die Bewegungsgleichung wird also nach IL, 7.: 
da (0E) @E 
5 7-0, 
de\ êq cq 
wo 
_. It GEA dr, 
er kgg T Tg 


zu setzen ist. 
13. Beim einfachen Pendel hat man 


æ =rcosd, t, = rsin’, 
Elan: je 
k= ug, k=0. 
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Die Bewegungsgleichung wird demnach: 


d’ Der 
Ta” „nd. 
0 2) 


k’ æg 
n 
Fig 18. 


Für kleine Ausschläge kann man sin durch ə ersetzen, 
wodurch man die Gleichung 


1:9 
aa 


und das Integral 


pia Acos( u + Bein ( g ; ) 


erhält. Die Periode der Schwingungen ist also 


a 
2a / ” (ed. Ile, 4). 
g 


Weit genauere und doch noch hinreichend einfache 
Formeln für die Schwingungsdauer erhält man durch An- 
wendung der Quadraturmethoden von Gaußund Tchébychew. 


D. Bewegung der Systeme von einer endlichen Anzahl 
der Freiheitsgrade. 


14. Das D’Alembertsche Prinzip (IH. b. 2.) gilt ebenso 
für zeitlich wirkende Kräfte wie für Momentankräfte. In 
der That folgt aus der Impulsgleichung 


h=ur+r 
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durch Differentiation nach der Zeit 


dh dr 

de PS: dr' 
Setzen wir also: 

dh z dr - 

ho Br Sb 


so erhält man die Drei-Vektor-Gleichung: 
k = uw -+ S, 
und es wird für ein gebundenes System: 
Isör—0. 
Für » Freiheitsgrade der Bewegung wird 
sed + dit... ++ dig. 
Die vorletzte Gleichung kann also nur bestehen, wenn 
1-0, &8=0, et 
ist. 


Die allgemeinen Bewegungsgleichungen sind 
demnach: 


1 ’dE E 
Hd) -% 


dr \ðg, GEF 
worin ı=1, 2, ..., y zu setzen ist. 
Man hat jetzt in den Ausdrücken 


E=5 Fu 
und 
l 0% GEA >) 
uw 1 N 2.4 he | 
OA CET khz ; kaTa, 


die Summen über alle Massenpunkte bezw. über alle An- 
griffspunkte der Elementarkräfte auszudehnen. 

In manchen Fällen ist das Zurückgehen auf die kine- 
matischen und dynamischen Elementarbegriffe nicht erforder- 
lich, ja selbst ein Eingehen auf die spezielle kinematische 
Konstitution des Systems ist zuweilen nicht notwendig. 
(Maxwell.) 


www.rcin.org.pl 


58 IHI. Dynamik. c) Kinetik der zeitlich wirkenden Kräfte. 
15. Nach IIL, 15., hat man 


uwz = d (lu2zöx) — óE 
r dr” 


für einen beliebigen Massenpunkt x. 

Die Anwendung des D’Alembertschen Prinzips gibt 
also die Fundamentalgleichung der Kinetik zeitlich 
wirkender Kräfte auch in der Form: 

2 S utt — dE = S kx. 
Hier tritt der Zusammenhang der Impulskinetik mit der 
Kinetik der zeitlich wirkenden Kräfte deutlich vor Augen. 
(Lagrange.) 

Wir übertragen jetzt die Vorstellung stationärer Kräfte 
auf die Operation ô und den Begriff des Virials auf ganze 
Systeme, indem wir schreiben: 


EZkz=N, É uz = Vas 
EZkör=(ö)\, nd Fu dr = (8) Ve- 


Dann nimmt die Fundamentalgleichung die begrifflich 
durchsichtige Form an: 


L av] — 3E = WM. 
dr 


Für den Fall der Existenz einer Kräftefunktion U, 
welche der Gleichung (ô)V, = ôU genügt, wird: 


í 


d 


Auf dieser Lagrangeschen Gleichung hat Hamilton 
weitergebaut. 

Das Prinzip der Erhaltung der Energie läßt sich 
ohne weiteres auf Systeme übertragen (IIl., c., 9.) und 
lautet in unserer Bezeichnung: 


E—U=-H. 
Wird U konstant, dann verschwindet die Wirkung der 


Kräfte % und E wird ebenfalls konstant, woraus man 
schließen kann, daß das Prinzip der virtuellen Verschie- 


- KON] = (E + U). 
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bungen unter Voraussetzung positiver Elementarmassen u 
in der Tat mit der gewöhnlichen Vorstellung des 
Gleichgewichts in vollständiger Übereinstimmung ist. 
Denn die Größe 


kann jetzt nur verschwinden, wenn die einzelnen Elementar- 
geschwindigkeiten v Null sind. 

Hiermit ist gleichzeitig das Lagrangesche Additions- 
prinzip (IL, 11.) für kinematische Elementarvektoren 
auch in seiner Ausdehnung auf Systeme gerechtfertigt, und 
man erkennt, daß die ganze Mechanik, wie sie bisher syste- 
matisch entwickelt wurde, lediglich auf der Vorstellung des 
Virials und seiner Angriffsderivierten aufgebaut ist. 

Die Drei-Vektor-Gleichung, welche dem D’Alembert- 
schen Prinzip zu Grunde liegt, hat einen ausgeprägt 
logischen — nicht axiomatischen Charakter. (Voß.) 


E. Bewegung des starren Systems. 


16. Durch Kombination der hierher gehörigen kine- 
matischen (II., 19.) und dynamischen (IIL, a., 2.) Betrach- 
tungen erhält man für die Bewegung eines freien starren 
Körpers unmittelbar die Eulerschen Gleichungen: 


„de da 


de -H I: -d + olwa )| = k, 
wa . ne + = +0oJ=2 (x — Ik. 


Für «= 0 nehmen sie die einfachere Form 


dJ 


dr =z- d == Me 


an. 
Die Vorgänge der Translation und Rotation erscheinen 


jetzt vollständig getrennt, indem die Resultierende (k) der 
Elementarkräfte die Bewegung des Schwerpunktes und das 


Moment (M;) derselben die Drehung um diesen Punkt 
gesondert beeinflussen. 
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Für den Schwerpunkt erhält man die Rotations- 
gleichungen in Komponentenform bezüglich dreier im be- 
weglichen System festen Achsen: 


a + oJ, — wsd, = MI, 
dd; + ogJı — wJ = M;, 
dr 
dds + oih — w, = M;, 
dr 


wobei die betreffenden Komponenten durch den Index ’ 


von den Komponenten nach den im ruhenden Raume 
festen Achsen unterschieden sind. 

Gewöhnlich bezieht man auch noch die Trägheits- 
momente auf die Hauptachsen des Körpers, so daß 


h= h= Toi J= Tyo 


wird. Die entsprechende Form der Eulerschen Rotations- 
gleichungen ist dann: 


1 fni + — Ti) wiw = Mi, 


a ai 


— T) ow = Mý, 


wi wi 3 


3 dr 


17. Der Vektor x sei nach drei im Raume festen recht- 
winkligen Achsen (Fig. 17) dargestellt durch: 


+ (7: — Ti) w ow; = Mï. 


zer. uthat. 


Dann sind zi, %, % die Ba Koordinaten 
und es bestehen die Gleichungen: 


s 2 2 
a=], &= 1, g= 1; 


sel, Buell, ut. 
Ferner sei: 
a= M + h t a 
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entsprechend einer Zerlegung nach drei im rotierenden 
Körper festen Achsen. 


Aus der Identität 


folgt sofort: e E 
L= Ea, Lael, By = Egl; +: (a) 
Setzen wir noch: 
a = Qy » Ef + a tm, 


so daß also 
a=], a= 1, ge =1, 
eies = 0, a&i = 0, EAA) 


wird, dann ist auch: 
Q, = Eit, Ms = at, ls = Et, »-. (b) 


Die Komponentenzerlegungen der Vektoren &, &, & 
nach den Achsen der a,, a,, a, seien 


t = t tiert 
Ey = ên F Esg F eu 


& = Egg F Esp + Esg» 
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Alsdann werden die Komponentenzerlegungen der Vektoren 
el, &, eb nach den Achsen der &,, Zs, £g: 


Ei = & + En + Ey ’ 
£i = tjo F Er F ags 
E = Eig F Eng F Esg- 
Man hat demnach explicit: 
Ty = £11 h F Ero Aa F Ers A33 
Uy = Eag Ag -F Eao lg F Eng Ass 
Tg = Ez My F Egg + Ensas 
und umgekehrt 
ay = £j, F Epy Ta F E31 go 
ily == Eja Ty -H Erg Ta F Ego Bgy 
lg = Eg Xy + Erg Vo F Ess Tse 


Aus den Gleichungen (a) folgt durch Differentiation 
nach der Zeit: 


game (x, & +5 = 248), 


Ty = hA = z (zE & + Ty E + Xy ës) > 


18 
i 


Ty = ġa = Es a lea & + %& + 8). 
Andererseits ist nach II., 16: 
w= Wg Vy Dig, 
= Wg Z, — Oy igy 
ty = U y — Uh Yy. 


Aus der Vergleichung der beiden Ausdrücke für die 
Geschwindigkeitskomponenten erhält man: 


Wy = Egis = — uhr 
y = Bia = m a, 


Oh = E E = — h tys 
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wenn man die Identitäten 
44 =0, te=), Es Es 3 =0, 


aatan= D, neat an=0, gatea = 0 
beachtet. 
Es ist also 


o= (ats) ; £, + (a) '&+ (ere) TE 
18. Man kann die Geschwindigkeit & auch nach den 


Achsen der a,, a,, a, zerlegen. Die entsprechenden Kompo- 
nenten wollen wir mit zf, 2%, 2 bezeichnen. Damit ist 


ai=er, zi = uz, f= uT. 


Aus den Gleichungen (b) in 17. folgt aber durch Diffe- 
rentiation nach der Zeit: 


O= peir, 0=ur thein, O= urta. 
Mithin wird: 


zi = — EX = — E; (a; ti -F aeti + aats), 
ti = — 8T = — eilan + Ge +0), 
ti = — uT = —dlae + ae + 48%). 


Setzt man noch: 
D= wi. e +0f PEH ‘ĉj, 


dann hat man nach der Beziehung 


t= 00r 


für die Komponenten nach den Achsen der a,, a,, a, die 


Formeln: IF F P 
Ti = Wg lg — Ws Mr, 


ti == (1, — Did, 
ti = 0f la — wia, . 
Die Vergleichung ergibt: 
u, 
wf = ein = — 8, 


ws = £f ti = — ff tg. 


www.rcin.org.pl 


64 III. Dynamik. c) Kinetik der zeitlich wirkenden Kräfte, 


19. In dem starren Körper nehmen wir einen beliebigen 
Punkt A an und setzen voraus, daß das System aus einer will- 
kürlich gewählten Anfangslage durch eine endliche Drehung 
um die Achse OP in eine neue Lage übergehe. Die Ampli- 
tude der entsprechenden Rotation sei 9. Von 4 fällen 


wir das Lot AC=—%k auf OP. CA geht infolge der 


Rotation in CB =k- Ak über. Wir setzen OA =z und 


tragen auf der Linie OP den Einheitsvektor OE =y ab. 


Fig. 817. 


Dann folgt aus der Figur: 
k(k+ AR) = kilsind » PR 
k(k+ Ak) = k? cod, 
dh: ze z 
k. Ak = k? sin Ò » y), 
k- dk = —2k’sin??, 
Es wird also (ef. I. 8): - 
Ak Azsind - 7b—2sin?® . F. 
In dem Dreieck OCA ist 5 
ČA = (n) =k 
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also = 7 gs 
k =æ— (n) -n 
d. h. 
nk = na 
und endlich 
dz=sind-n2—2 2 sin? -(na)n. 


Dies ist die Fundamentalgleichung für endliche Drehungen 
eines starren Systems. Setzt man hierin 


; d - 
ah 37 “Hy 


dann wird durch die Einführung des Vektors 4: 


zm HILS S ee 
und 
1-2 


= TAR= TI g- ery 


Wir ersetzen hierin x durch a und z + Axdurch æ. Als- 
dann erhält man: 


[üx)-A+ix]. 


are 


x 


I 


Ir —zlüe. 2+ 3al. 


Die Vergleichung mit (cf. Gleichung a in 17.) 


=, Tyme, Kg = a 
ergibt die Ausdrücke: 

rm-ltki—h—h, y ta = 2 (h ha — 1s), 
y- tis = 2 (år åa + 22), 

y-en =2(h ith), Ya=ıl—hti—h, 
y tas = Z (lahs — å), 

y tsı = 2 (4 ås — 2e), y's =? (222s + 11), 
yes =1— ii — i +i, 


Heun, Mechanik. 5 
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worin zur Abkürzung: 
y=] += HÄ HAHA 


gesetzt ist. (Rodrigues.) 


Die Komponenten A,, 4z, A, des Vektors A dienen als 
Koordinaten für die Lagenbestimmung des rotierenden 
starren Körpers. 

20. Da jetzt die Hilfsvektoren £j, &, & und cf, &, & 
durch die Koordinaten A, A,, A, bestimmt sind, so kann 
man nach Ill.c.17.18. auch sofort die Komponenten m, ,@,,@®; 
bezw. œf, wg, œd durch diese Koordinaten und ihre voll- 
ständigen Zeitderivierten A,, A,, A; ausdrücken. Man erhält 
(Cayley): 


1 San a3 
gr O= h T hla fatis 


2 =e i T: pi tai “ 
sr O = ha + kehi — iks: 


1 ; are 
5 y" wg = ha + Årh — kt 
beziehungsweise: 

i : Ee E 
sy ihm (ža 2s — 1s 22) + 
1 ag TE. Sng 
n Adh Dakas Dh o Kai. — Åi ås), 
| Pe ar a 
> = a — (å hr — åz). 


In den Eulerschen Rotationsgleichungen (ILI., c. 16.) 
sind diese Größen einzuführen, wenn es sich um ein Problem 
handelt, bei welchem das Moment My der äußeren Kräfte 
in bekannter Form von den absoluten Koordinaten x, , £z, 2; 
abhängt. 

Natürlich wird man zu demselben Resultat kommen, 
wenn die Lagrangeschen Gleichungen als Ausgangspunkt 
gewählt werden. Die exakte Integration der so gewonnenen 
Bewegungsgleichungen ist nur in einigen speziellen Fällen 
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ausführbar. Man muß aber immer im Auge behalten, daß 
die Nährungsmethoden Mittel an die Hand geben, welche in 


jedem gegebenen Falle zu praktisch brauchbaren Resultaten 
führen. 


21. Rotation um eine feste Raumachse. In diesem 
Falle setzen wir 


dð, =0, ðð,=0, 39,59 


und folgern aus den kinematischen Grundgleichungen 


xr = — ÖÖ -Ta, ÖT = ÖD - X, 
die Differentialgleichungen : 
a RE dt 2 
dd ak a. 
sowie: 
dx, d’r, 
Be 
hn 


Fig. 19 


Die Integration ergibt sofort: 
2 = A, cosd + B, sin ®, 


ny = A, cot + D sind, 


— 
-= 


www.rcin.org.pl 


68 III. Dynamik. c) Kinetik der zeitlich wirkenden Kräfte. 
oder, wenn man für 9=0, =, %=a, und für 
9= 90°, ei, “= setzt: 

X, = 4,008 d — a, sin®, 

Xa = a, sind + a,cos®. 
Diese Gleichungen wollen wir auf ein räumliches Pendel mit 
beliebiger Massenverteilung anwenden. 

Dann wird 


E= Zul +3), 


es 


wenn die Masse u sich auf ein prismatisches Raumelement, 
dessen Achse der Rotationsachse parallel ist, bezieht. 
Man erhält sofort: 


p E. 


Td 


v u 


1 P 
E=5 X ula + a) 


und nach der Lagrangeschen Gleichung 


s 4 =) 2E = F (g EL 
dr Di ER) 108 "p 
die Bewegungsgleichung in der Form: 
TE =3 (k, cos d — k sind) a, 
— S (k sind# + k, cos®)a, 
oder: 
29 j = 2 
u ee. — ü k,) 


— sind: X (a, ky + ty Ke)» 


Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall eines schweren 
Pendels, wo also nur die Schwerkraft ug auf den Massen- 
punkt u wirkt. Dann kann man 


k=0 md k= pg 
setzen und man erhält durch Einführung der Schwerpunkts- 
koordinaten («1, az) die Bewegungsgleichung 


7» 
175 = u g (a cos d — a, sin ©), 
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Wählt man also die im rotierenden Körper festen Achsen 
so, daß ai = O wird, dann ist: 
dö -9 
da Pg’ 
Nun hatten wir aber für das einfache Pendel von der 
Länge r (IIL, c., 13.) die Bewegungsgleichung: 


tp 
— m — I sind. 
dr: r 


Das körperliche Pendel ist also mit dem eintachen Pendel 
von der Länge: 


5. sin 0. 


T 
r= = 
war 


kinetisch kongruent. (Huyghens.) 


F. Unstetige kinetische Prozesse. 


22. Jede Bewegung nach den Gleichungen: 


TB Br 
dt\dgq, og 
Rn PE ER 


erfolgt mit konstanter Energie, so daß 
E= E; 


immer ein Integral dieser Differentialgleichungen ist. 

Für einen freien materiellen Punkt ist die Bahn — 
unter der obigen Voraussetzung — selbstverständlich eine 
gerade Linie. Ist der Punkt gezwungen, auf einer festen 
Kurve zu bleiben, dann vollzieht sich die Bewegung längs 
derselben mit konstanter Geschwindigkeit. 

Die Bahn eines Punktes auf einer festen Fläche 
wird eine geodätische Linie auf dieser sein, wenn keine 
äußere Kraft wirkt. 

Endlich beschreibt bei einem frei beweglichen starren 
Körper der Schwerpunkt eine gerade Linie, während gleich- 
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zeitig Rotation um diesen Punkt gemäß den Gleichungen: 


d jð E oE _ 
7) TA 

dr\ch, GES 

d (=) 7 ; E i 

dr\dh, Oh, 


d (5) G oE- 0 


dr\ch, Ob, 

erfolgt. Statt dieser Gleichungen in den Rodrigues- 
schen Koordinaten 2,, 4,, 4, kann man natürlich auch die 
Eulerschen Gleichungen (III. c., 16.) benutzen, dieselben 
integrieren und dann aus den Gleichungen (III., c., 20.) für 
@1, œj, 3 die Endintegrale ableiten. Die Theorie der 
elliptischen Funktionen führt zur allgemeinen Lösung dieses 
vielfach bearbeiteten Problems. Handelt es sich jedoch um 
die Darstellung der Bewegung für einen verhältnismäßig 
kurzen Zeitverlauf — wie wir im folgenden voraus- 
setzen — dann sind die weit bequemeren Näherungsmethoden*) 
für Differentialgleichungen, welche jetzt in großer Auswahl 
(Runge, Kutta) vorliegen, entschieden vorzuziehen. Denn 
dieselben erlauben ebenfalls — bei hinreichender Genauig- 
keit — die allgemeinen Parameter (Konstanten) des 
Problems beizubehalten und sind keineswegs auf rein 
numerische Rechnungen beschränkt. Auch für allgemeinere 
Mechanismen mit einer endlichen Anzahl von Freiheits- 
graden können diese Methoden Verwendung finden. 

23. Wir wollen nun für die folgenden Betrachtungen 
der unstetigen Bewegungsprozesse voraussetzen, das voll- 
ständige Integralsystem der Gleichungen (a) sei pean 
und durch die Konstanten aj, As, -.., Qy, Cis C2; +. 
charakterisiert. Diese 2» Integrale mögen abgekürzt ech 
die Symbole 

flae qg gt) =0 
und dis (b) 
F,(a,c,g,)=0 


N Ge PER 
bezeichnet werden. 


“ Math. Ann. 46. Ztschr. f. Math. u. Phys. 45 u. 46. 


www.rcin.org.pl 


F. Unstetige kinetische Prozesse. al 
Aus den Gleichungen (b) folgt: 


= glu,sc,r) | 


(ec) 
de = P, (a, c, T) | 


und auch: 


a, =h, lg, gr), c= M, lg, g; t), ces (d) 


(H 


ram, etaa 


Fig. 20. 


Wir lassen die durch die Gleichungen (b) dargestellte 
Bewegung während des Zeitintervalls t} — Tọ vor sich gehen, 
so dab das System aus einem Lagen- und Geschwindigkeits- 
zustande (A) in einen zweiten Zustand (B) übergeht. So- 
bald der Zustand (B) erreicht wird, soll eine Impulsion 
stattfinden, welche die Koordinatengeschwindigkeiten g, plötz- 
lich in q, + 4q, überführt. 

Den Gleichungen (d) entsprechend erfahren die ursprüng- 
lichen Konstanten (a,, c) jetzt Inkremente (Aa, Ac), so 
daß die Beziehungen 


t + Am = h lq, q -}- d4, r) | 
c + de = H, lq, g+ dg, v) | 

gelten. Die Koordinaten q, dagegen bleiben ungeändert. 
Betrachten wir also jetzt neben der angedeuteten un- 


stetigen Bewegung eine stetige Bewegung, welche den 
Gleichungen 


(d’) 


d (= IB ii. qe (e) 
TOA dgq, 


dr 
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entspricht, dann müssen wir zur Bestimmung der Kom- 
ponenten der Momentankräfte 


ôE ôE _2E_, 
Tr Te e 

setzen und erhalten: 
3E 
H- É ¥) = f'Qår, E () 
Odili öq,!o "a 


wodurch wir einen Anschluß der unstetigen Bewegung an 
die durch die Gleichungen (e) charakterisierte stetige Be- 
wegung erzielen, wenn das Zeitintervall t; — tọ genügend 
klein gewählt ist. 

Aus den Gleichungen (f) gewinnt man die neuen Werte 
der Koordinatengeschwindigkeiten g,, also auch die 4q., 
somit nach den Gleichungen (d’) die Inkremente Aa,, Ac.. 
Hiermit verfolgt man wieder die kraftlose Bewegung (Q, = 0) 
nach den Gleichungen (c) während des Zeitintervalles t, — t, 
bis in einen Lagen- und Geschwindigkeitszustand (C), läßt 
eine zweite den Gleichungen 


ee 
Oq, 2 oq, 7 
entsprechende Impulsion folgen und fährt in der angedeuteten 
Weise fort. 

Der so gestaltete unstetige Bewegungsprozeß schließt 
sich um so mehr der vorgelegten stetigen Bewegung an, je 


kleiner man die aufeinander folgenden Zeitintervalle wählt. 
Sollten in den Komponenten 


(Ar (das a Ep Q, 


außer den Koordinaten q, noch die Größen q, vorkommen 
— wie es bei wichtigen technischen Problemen nicht 
selten der Fall ist — dann verfährt man genau in der oben 
angedeuteten Weise und betrachtet in den Gleichungen (f) 
die q, als konstante Größen oder führt allenfalls konstante 
Mittelwerte für dieselben ein. 

Nach diesem Verfahren, dessen Grundzüge sich schon 
bei Lagrange angedeutet finden, kann man bei allen ver- 
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wickelten Problemen, die sich der allgemeinen mathematischen 
(exakten) Integration widersetzen, praktisch brauchbare 
Lösungen gewinnen, ohne daß man gezwungen ist, zu rein 
numerischen Näherungen, die oft nutzlos sind, Zuflucht zu 
vehmen. 

24. Selbstverständlich ist diese Methode der unstetigen 
Anschlußbewegungen keineswegs an die Bedingungen 


Q =0, Bel, Q,=0 


für die Herleitung der fortschreitenden Elementarbewegungen, 
welche den Gleichungen (c) entsprechen, gebunden. Es 
ändert sich nichts, wenn man als solche von vornherein eine 
Bewegung gemäß den Gleichungen 

d (=) SEE a Q 
dr\ogq, og, 


unter der Voraussetzung hinreichender Einfachheit zu 
Grunde legt und im Verein mit den erforderlichen Impulsionen 
Anschluß an die durch die er 


=| 


Fa EFA dq, 


=Qa+% 


dargestellten allgemeinen Bewegungsvorgänge gewinnen will. 
Diese Vorstellung entspricht der Spaltung des Kraft- 
feldes, wie sie in der Störungstheorie der Astronomen seit 
langer Zeit üblich ist. 


G. Gleichgewichtsstörungen. 


25. Die Bedingungen des statischen Gleichgewichts 
(Positionsgleichgewichts) für ein System von » Graden der 
Bewegungsfreiheit sind gleichbedeutend mit dem Verschwinden 
sämtlicher Komponenten des Vektors der Kraft in bezug 
auf dieses System. Es ist also in den Gleichungen von 


Lagrange: 
Q =0, &=0,..., Q,=0. 


Eine Störung der Gleichgewichtszustände, welche diesen 
Gleichungen entsprechen, kann man sich auf mannigfache 
Weise bewirkt denken. Sie tritt ein, wenn man das materielle 
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System einer kleinen allgemeinen oder partiellen Ver- 
rückung unterwirft, welche alle oder einige der Koordinaten 
lis l2» --. % betrifft. Eine gleiche Wirkung erzielt eine kleine 
Impulsion des Systems oder eine kleine Anderung des 
äußeren Kräftesystems. Endlich wird man eine Gleich- 
gewichtsstörung auch hervorrufen, wenn eine kleine Ände- 
rung in der Konstitution*) des Systems vor sich geht. 
Die Beschränkung der angedeuteten Prozesse auf ein geringes 
Maß erfolgt nur mit Rücksicht auf die bequeme Integration 
der Ditfferentialgleichungen des infolge der Gleichgewichts- 
störung eintretenden kinetischen Prozesses und genügt 
außerdem dem statischen Interesse, welchem diese Betrach- 
tungen meist dienen. 

Es ist unmöglich, hier die einzelnen oben angedeuteten 
Störungsarten gesondert zu untersuchen. Wir begnügen uns 
vielmehr mit der Voraussetzung einerstörenden Impulsion, 
deren sämtliche Komponenten sehr kleine Größen sind. 
Man kennt in diesem Falle die Werte der Koordinaten- 
geschwindigkeiten 


für die Zeit 7=0. 
Der eintretende Bewegungsprozeß ist dann durch die 
Lagrangeschen Gleichungen 
d? -(= ðE ð E $ 
aal ay E E (a) 
bestimmt, worin die Komponenten Q; jedenfalls sehr kleine 
Größen sind, welche wir uns nur von den Koordinaten q, 
abhängig denken. 
Die in Betracht gezogene Gleichgewichtsposition sei 
durch die Koordinatenwerte 
Hua, Bullen 
geometrisch bestimmt. Infolge der eintretenden Bewegung 
werden dieselben 
=u Bette, Bu F T, 


sodaß die r, für die erste Periode der auf die Störung 


*) Dieser Fall wurde von Routh unter der Bezeichnung „initial 
motions“ zuerst eingehender untersucht. 
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folgenden Bewegung jedenfalls als sehr kleine Größe be- 
trachtet werden können. 
Man hat dieser Auffassung entsprechend 


Q= yaf +rarr+ e. + yet 
zu setzen, da die Q; mit den Größen r, verschwinden müssen, 
so daß die y,„ konstante Größen bedeuten. 
Die kinetische Energie E hat die Form 


1 F ir ; 
E=} [Mari + 2 eri Ts + sai tla 


worin die Größen 41x noch von den Koordinaten q4, Q, -.- 4» 
abhängen. Da aber die r, infolge der Voraussetzung einer 
kleinen impulsiven Störung nach Beginn der Bewegung eben- 
falls anfänglich noch kleine Größen bleiben, so können wir 
die Koeffizienten 7,. in Æ als konstante Größen betrachten 
und es wird in den Gleichungen 


E E 
(a) — =- ml 
UA dr, 
und 
ôE opg == 
=- = Sex r 
ðq Ör, x=) 
also 
d oE\ is 
(z == S hix * Fn 
dr g la =i 


Die Lagrangeschen Gleichungen, welche die Bewegung aus 
der Gleichgewichtslage darstellen, werden demnach 


der, , dr, s dr, 
hie Fhe ret o Fhe 
In dr: he dr: T: Te 
= yurt yif t --- + yirt 
der, .| der, | dr, 
Na 77 T Me Tr er NM 
(b) d dr dr 
= Yahi tYatrt e E at 
dr der, d?r, 
vi + Na = Nr 
mt dr (v2 e let Tr 
= Yafır Yra t T yrr 
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In diesen Gleichungen sind alle konstanten Koeffizienten 
n und y durch die Natur der Aufgabe bekannt. Sie lassen 
sich nach den üblichen Methoden der Analysis leicht inte- 
grieren. 

Zur Ausführung der Integration führt Lagrange an 
Stelle der Variablen r|,r3,...,7, neue Größen Sı, 5, ...,% 
ein, welche mit den ersteren durch die linearen Gleichungen 


selhıfı t hafi t o. Arten 
Sam hfi H Afe + oen FH Arty (e) 
zehn tH Arafat o. + horfys 


verknüpft sind. 

Man multipliziere die Differentialgleichungen (b) der 
Reihe nach mit den Größen 2, A,, ..., 4, und addiere die 
so erhaltenen Ausdrücke. In diesen setzt man 

Amit hat ++. Hina hs 
hyu tiya t e Hir yn = — h; 
Amat hne + ».. Hir Nr = irs 


liyu tiye + e Hih =— ath; 


Ai Tar + Åe hor m A RS +A hrr =$; 

Ai Yiv + Are + ... +, = — x? hy. 
Hieraus folgen die linearen Gleichungen: 
A lat + ya) + i (tna F ya) t o E et t y) =O, 
Ža (° r 712) + A (x? "ha + ya) E ee H r ha + rel, 
À (x° en Yır) + da „(a Ye» + Yar) T eee + irl? -f> Yrr) = 0. 
Damit die Multiplikatoren 4,, %, ... 4, endliche Werte 
erhalten, muß die Gleichung: 


? yÊ I yÊ u 
RE + ru» ma ray ++ 4 Mir T Yo 


2 nha F Yars Ahaa tr ter oO... 


1 9 t - 2 i n 
want Ir X Nra T Prg nen AN T Yor) 
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erfüllt sein. Den Wurzeln 


a Mari are 

dieser Gleichung entsprechen eindeutige Werte der Verhält- 
nisse Ås: Ay AiAi, 2..; Aid, so daß die Größen 41, 
Alp» +++, Au, in den Substitutionen (c) bis auf einen ge- 
meinsamen Faktor bestimint sind. Folglich ist unsere Auf- 
gabe auf die Integration der Gleichung 


zurückgeführt, deren allgemeine Lösung die Form 
s = csin (xr -+ e) 


hat, worin ¢ und e die Integrationskonstanten bedeuten. 
Demnach ist auch 


i=r 
r, = Sesin (xit + gils 
ml 


woraus man schließt, daß die Bewegung eine zusammen- 


gesetzte periodische ist, so lange alle Größen xi, x2,...,% 


positiv sind. In der Algebra wird gezeigt, daß sie stets 
reelle Werte haben. Die Gleichgewichtslage, aus deren 
Störung eine derartige Bewegung hervorgeht, nennt man eine 


stabile. Wird dagegen irgend eine der Größen x}, #3,...,% 
negativ, dann treten in den Integralgleichungen Glieder von 
der Form e? (4>0) auf. Es finden keine periodischen 
Schwingungen um die Gleichgewichtslage statt — und die 
letztere wird labil genannt, 

Die Integrationskonstanten e und e lassen sich in jedem 
Falle durch die Bedingungen q=r.=ß und r,=0 für 
t = 0 bestimmen. 

Es kann natürlich auch vorkommen, daß die determi- 
nierende Gleichung (d) mehrere zusammenfallende Wurzeln 
hat oder daß zwei oder mehrere Wurzeln verschwinden. 
Die entsprechenden Bewegungsformen verlangen eine be- 
sondere Untersuchung (Routh). 

26. Der kinetische Gleichgewichtszustand eines 
Systems von v Geraden der Freiheit ist charakterisiert durch 
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die Gleichungen (ef. IIIe., 11.): 


ôE oE_ 
-= =), 
iq, rd $ dg, 


- =(, (a) 
êy 


Hierin möge Æ die Form 
E= 2 (ynt + Amadıqa + 12243 + Dhalia F <. 10) 


haben. Nun ist 


d J0 E - d å E 
E ak A G s) b; 


ôE ĉE åE 

=o F a A Ca + u... m = 0 
ôq; 09; 04, 
Folglich gelten die linearen Beziehungen: 


Naht mel + ... +70, = 6, | 


Naila + Meela t- HN = Ca (b) 
Nr qı + Nra de u ia + hvr» c Cy 
worin 
Iin = Ixi 
ist. 


Aus den Gleichungen (b) folgen die Werte der q, als 
Funktionen der Koordinaten s qz, ++, q». Mithin können 


$ an ô ö : = 
auch die Derivierten —— = F, als Funktionen dieser Ko- 
© 


ordinaten dargestellt werden. Aus den Gleichungen (a): 
F+Q=0, t=1,2, ...,9 

lassen sich demnach im allgemeinen die Werte der Ko- 

ordinaten bestimmen und zwar als von der Zeit unabhängige 


Größen, so daß alle gq, zu Null werden. Dann ist auch 
E=0 und der kinetische Gleichgewichtszustand wird mit 
dem statischen identisch. 

Sind aber die Gleichungen 


F+Qa=0, B+tk=0, o F,+Q,=0 
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nicht voneinander unabhängig oder reduzieren sich o der- 
selben auf Identitäten, dann bleiben nur v — ọ Koordinaten 
als feste Werte bestimmbar, und das System ist mit v — o 
Graden der Freiheit im kinetischen Gleichgewichtszustande. 
Derartige Formen für X und die Q, lassen sich leicht angeben. 

27. Das einfachste Beispiel eines kinetischen Gleich- 
gewichtszustandes bietet das sphärische Pendel. In diesem 
Falle (III, c., 11.) ist: 


s l a 2 PR 
E= a: (0? + sin? ð- p?), 


- 


Q, =— ag sin f, Q,=0. 
Man hat also: 
ôE Tr aia A 
5 -+ Q, ="sndcsd.p?—agsind—=0 
ei 
und 
nd, Q, = ù 
gy > 


wird eine Identität. 
. Im kinetischen Gleichgewichtszustande sei ð =a und 
wy = w, so daß 
wa cos a = 9 

wird. ; 

Infolge der Störung möge =a +y und y =w +v 
werden. Dann gelten für den eintretenden Bewegungs- 
zustand die Lagrangeschen Gleichungen: 


d? ð PT La T 
a-y; — at sin 0 cos ò- yt = — ag sin ĝ 
dr: i 
1 (a) 
t a P . 
(a? sin? f- yr) = (Í). 
dr 


Wir nehmen die Inkremente x und o als sehr kleine 
Größen an, so daß man 


sind = sin a +- p =- COS a 
und 
sin cos U = sin a cos a -+ p - cos 2a 


setzen kann. 
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Ferner ziehen wir von der Gleichung 


29 
„9 — a? sin # cos Ò- y? = — ag sin Ù 


dr? 


die Gleichung 
— a? sin a 008 a + w? = — ag sin a 


ab. Dann erhält man: 


d? ° — (sin # cos 9 + qp? — sin a cos a + œ?) 
dr? 
De g fa Pa 
=— , (sind—sin a) 
oder 
2 
TE wo: sin2a= (w? cos 2a — g z cos a) Mars (b) 


Aus der zweiten Bewegungsgleichung von Lagrange folgt: 


de  ... ag 
2 ; = 
2 cos az, + Sinag 0, 
also: 
do do 
= —) Ya» eG 
ae w ctg a Te 


Die Elimination von ar gibt dann die Differentialgleichung: 
S Ta y t w?(1 -+ 3 cos? Ft I 

Man hat also das Integral: 

S2 = Acos(zr) + B sin (xt), ... (e) 


wenn zur Abkürzung 
wi + 3 cosa = x 


gesetzt wird. Durch nochmalige Integration findet man dann: 


A B r 
= i ‘xt — , (A ... 
p=7 sin (ar) — z cos (zr) + id) 
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Hier sind noch die Integrationskonstanten A, B, C zu be- 
: 4 £ dð d 
stimmen. Für z =Q sei y¢ = 0, o = 0 und — = BR o 
dı dí 


was der Voraussetzung entspricht, daß die Störung 
durch eine Impulsion erfolgt, welche = 0 plötzlich in 


9 — ß überführt. Dann erhält man aus den Gleichungen (d) 
und (ec): 


»- _-2ro p=4 
x 
und aus Gleichung (b): 
xB=0. 


Mithin wird: 
A=ß, B=0 ud C=0. 


Die Gleichung 
p=; sin xr 


stellt also die durch die angegebene Störung eintretende 
Bewegung vollständig dar. Sie ist eine periodische und 
der untersuchte kinetische Gleichgewichtszustand des sphä- 
rischen Pendels ein stabiler. . 

Dasselbe gilt auch für die Anderung der Winkel- 


geschwindigkeit y. Denn man erhält: 
g = — 2w ctg a - p, 


da p und o für t= Q0 gleichzeitig verschwinden. 


d) Kinetostatik. 
A. Druck auf Kurven und Flächen während der 
Bewegung eines Punktes. 


1. Während in der Kinetik aus der Drei-Vektor- 
Gleichung 


k= uw-+-8 
die Reaktion s eliminiert wird, muß für den vorliegenden 
Zweck s explieit dargestellt werden. Nun folgt sofort: 


s=kh— uw. 
Heun, Mechanik, 6 
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Nach II., 3., ist aber: 


w = ; "0+ Ps 
dr r 
Zerlegt man also noch die Kraft k nach den Richtungen 
der Tangente, Normale und Binormale entsprechend der 
Gleichung: T O 3 . 
k = ko + ke + krs 
dann wird: 


y2 


- de = z - 7 
s=h— ur It ky — u v + krs 
und hieraus folgt: 
=-— _-_ v? 
S = S, = kyy — u 
v v ! r 
und 
‚sy, k, V 
also: 
p? 
Sy = k, — u —, 
F 


Sy = ky ’ 


womit die beiden Komponenten des Druckes auf die feste 
Kurve längs der Normale und Binormale bestimmt sind. 


Fig. 21, 


Ferner erkennt man, daß dieser Druck in Richtung der 
Binormale von dem Bewegungszustande unabhängig ist, 


also mit der betreffenden Komponente der äußeren Kraft (k) 
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verschwindet. Bei der Anwendung der Formel für s, hat 


man auf die Richtung von v zu achten. 
2. Fast ebenso einfach ist die Bestimmung des kineto- 
statischen Drucks für eine feste Fläche. Hier muß der Vektor 


s-k— ne 
in die Richtung der Normalen (e’‘) der Fläche fallen. 
Daher ist: 
Es = E k — uew, 
Setzen wir also e'=— 1 und nennen wir die Komponente 
von k in der Gleichung von e’ 4’, dann wird: 


s=k— pE w. 
Nach I. 13., hat man aber: 


-, dr 


E »*F - = CO8 g 
dz? s 


wenn o den Winkel bedeutet, welchen die Flächennormale 
mit der Hauptnormale der Bahnkurve einschließt. Folg- 
lich wird: 
> u. 
s= k' — u— 0080, 
r 
wobei aber wieder auf das Vorzeichen des zweiten Gliedes 
zu achten ist, 
Die Anwendung des Meunierschen Satzes gibt eine 
zweite Darstellung von s. 


B. Die Sehnittmethode zur Bestimmung der 
Reaktionen. 


3. Im Zustande der Bewegung eines Systems ist nach 
dem D’Alembertschen Prinzip: 
Esdr=0, 


worin sich die Summation über das ganze System erstreckt 


und die 6x mit der Beschaffenheit des Systems verträgliche 
virtuelle Verschiebungen bedeuten. Zerlegt man also das 
6* 
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System in willkürlicher Weise in zwei Teile K’und K”, 
dann sind die Teilsummen 


2282 und 23"7s"dx” 


im allgemeinen von Null verschieden und sind deshalb 
geeignet, Aufschluß über die Beschaffenheit der D’Alembert- 


schen Reaktionen (s) zu geben (Schnittmethode). 


B s 
Ì 
BE a -A 


Fig. 22. 


Durch den Systemschnitt erhalten aber die Teilsysteme 
im allgemeinen eine andere Bewegungsfreiheit als diejenige 
war, welche dem unverletzten Systeme zukam (cf. Fig. 22). 
Die Zahl der Freiheitsgrade in K’ und K” wird eine andere. 
Wir wollen sie mit v’ bezw. »” bezeichnen und annehmen, 
daß K’ die Koordinaten qi, @, ---, 9, und K” die Ko- 
ordinaten gf, që, ..., % zukommen. Natürlich haften bei 
dieser kinetostatischen Betrachtung alle Elementarkräfte (%) 
an ihren ursprünglichen Angriffspunkten, und es dürfen 
deshalb vor Ausführung des Systemschnittes keinerlei 
dynamische Reduktionen ausgeführt werden. 

Nach dieser Festsetzung wird: 


D s'r = R ôg + Rdgi-+ ... +Rdg 
und Re 
Z" "52" = R’ögl’ + Rigit ... + REO. 


Die so erhaltenen Größen Rí, Rz, ..., Ry sind die 
Komponenten des Vektors der D’Alembertschen Elementar- 
reaktionen (s) in bezug auf das Teilsystem X’, und die 
Größen Rí, Rý, ..., Ri haben die ganz analoge Bedeutung 
für das Teilsystem X”. Ihre explicite Bestimmung ist 
prinzipiell einfach, wenn auch die Rechnung zuweilen etwas 
umständlich wird. Bezeichnen wir nämlich die kinetischen 
Energien der beiden Teilsysteme mit E’ und E” und 
setzen wir: 
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e faai „arg, ti A 
i (zi F 7 + k; ög! A iS ks ðq Q; 
¿= 1; 2; nR 
und 
P EPE t „Orr „êa s) 5 
je (x qg” -+ kg ôq r ks q” Q; ’ 


so wird nach II., c, 14: 


u e Add 
R=! (S) e "i (b) 
dr da ôq; 
EE r NTE A 
und 
Rim t c= ) BE une (b’) 
dr \ ðq” aq 


E EE PEAT e 


Nun ist für das ganze System: 
X s'r -y S” sz" = O. 
Es besteht also die Beziehung: 
Riógi + Riðgi + + Bróg + Róg + Róg +. 
+ Róg = 0 


welche von Hertz weiter untersucht ist. 

Der ursprüngliche Zusammenhang der beiden Teilsysteme 
wird nämlich durch eine gewisse Anzahl (o) Gleichungen 
zwischen den Koordinatensätzen qı, 9, ..., % und g’, 
qz’, -.., 9° ausgedrückt, welche wir in der abgekürzten Form 


Filg’, g") = 0, Fla,a”)=0, a Folaha") = 0, e (0) 
andeuten wollen. Sie sind in jedem konkreten Falle explicit 


bekannt (Beispiel: Kurbelmechanismus). Ihre Anzahl o 
bestimmt sich aus der Gleichung*): 


(a) 


v’-+- m o = v, 


*) In dem durch Figur 22 angedeuteten Beispiel, wo der Schnitt 
durch die Lenkstange geführt wurde, ist 


"ag, vl; vl; ako pg, 
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wenn » die Anzahl der Freiheitsgrade des ursprünglichen 
Systems bedeutet. 
Aus den Gleichungen (c) folgt durch Variation: 


åF; =0, F= 0; ... H= 


Diese Ausdrücke gestatten, alle Größen ög’ und ðq” durch 
die » Größen qı, 695, -.., 69 lineär auszudrücken. 
Denn infolge der Koppelung der beiden Teilsysteme fallen 
v der »’-- v” Koordinaten qg’ und g” direkt mit den ur- 
sprünglichen Koordinaten 91, gə, - .-, Qy zusammen, 

Wir setzen also: 


dgl = ån ö 7 - Al Ô dja 4- ... + pA Ò ify 
dq: = inq H ikôg t --. +i’ 


Ögr = åf, Ôq + iradi +H -e + Arró 
und 
dg = itp + Ad + e HAD 


g TASET AAS +... +Anödg 


dg =i, bgi HAðqa +». +4,00, 


wobei wir unentschieden lassen, welche von den Ko- 
effizienten A’ und A” wegen der Identität der Koordinaten 
verschwinden. Die diesen Gleichungen entsprechenden Aus- 
drücke der Größen q’, 9’, q”, q” sind natürlich auch in den 
Formeln (b) und (b’) bei der Berechnung der Reaktions- 
komponenten R’ und R” zu verwenden. 

Jedenfalls erkennt man aus der Gleichung (a), welche 
für alle Werte der Größen qı, qz, ---, Ôq, identisch 
erfüllt sein muß, daß die Komponenten Ry, Rz, ..., Ry 
und R/, Rf, .... Rë den folgenden » lineären Bedingungen 
genügen müssen: 


RA Ri t oo +AARZ+ GR +. + WARE 5 
Åja Rit -+ T m Ale R; + iis R” =+- . +4 BR — 0, 


in Rit HAR ARH. yI ER: F=V0. 
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Diese Gleichungen bilden (nach Hertz) die Grundlage 
für die Berechnung der Schnittreaktionen in Maschinen. 
Führt man den Schnitt durch ein Lager, so ergeben sich 
in derselben Weise die Komponenten der betreffenden 
Zapfenreaktionen für den zu untersuchenden Mechanismus. 


4. Die Bestimmung der Auflagerreaktionen, welche 
namentlich bei Schiffsmaschinen von großer Bedeutung ist, 
kann in ganz ähnlicher Weise ausgeführt werden. Will 
man z. B. den Wellendruck (Fig. 23) beim Kurbelmechanis- 
mus für sich berechnen, so denke man sich das Wellen- 
centrum A nach A’ um die Koordinaten a,, a, verschoben. 


Das neue System hat drei Freiheitsgrade. Nennen wir die 
erweiterte Energie E’, so bestehen für die Bewegung 
dieses Systems die Lagrangeschen Gleichungen: 


d [0 E â r r 

dr\09 ed 

Er da, z) = da, Qu» 

d [E r 5 
| x j= > m Qu 

dr da, dd, 


Die Auflagerbedingungen sind in den beiden Gleichungen 
FF (a,0,9)=0, Fla,a,9)=0 


enthalten und die Auflagerreaktionen R, und R, welche 
den virtuellen Koordinaten a, und a, entsprechen, bestimmen 
sich aus den Gleichungen: 
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d jå E” ô E a 
Reif) g T lo 
dr \ Âa da, 
A ih am" 
RN LE )- EL, 
dr\oda,, Îl g 


worin zuletzt aą,= 0 und æ, = 0 zu setzen ist. 

Ebenso verfährt man bei der Bestimmung der Kreuz- 
kopflager- und Cylinderreaktion. Hier sind, wie in Figur 24 
angedeutet ist, drei neue Koordinaten, nämlich c,, c, und 
der Winkel y, einzuführen. 


Fig. %4 


5. In den Gleichungen (b) und (b’) von No.3 erscheinen 
die Reaktionskomponenten R’ und R” am Ende der Rech- 
nung als Funktionen der Größen q, q und q. Für das 
ungeteilte System kennt man aber die Bewegungsgleichung: 


d [3E\ _ 3E 
le! dq, 


Mit Hilfe derselben kann man immer die Größen qı 
aus den R’ und R” eliminieren, so daß die letzteren im 


allgemeinen Funktionen von q und q werden. 

Sind in besonderen Fällen noch Integrale der Be- 
wegungsgleichungen bekannt, dann kann man noch einige oder 
eventuell alle q eliminieren. Unter Umständen sind also 
die Reaktionskomponenten lediglich von der Position und 
den Anfangsbedingungen des Systems abhängig, wie man 
aus dem folgenden Beispiel ersieht. 

6. Wir denken uns ein prismatisches Stangenpendel 
von gleichmäßiger Massenverteilung in dem Punkte A (Fig.25) 
zerschnitten. Dann behält das Stück X’ den Charakter des 
unversehrten Pendels vollkommen, während das abgetrennte 
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Stück K” in der Pendelebene freie Beweglichkeit (also drei 
Grade der Freiheit) gewinnt. 


OA=e, B=} 
11) OP =r, 4P=r 


Fig. 25 


Es wird jetzt nach den Bezeichnungen der Figur: 
2/=r’c0s9, xi = y'sin ĝ, 
wi = A, +r”cosy, E = a -+ r” sin yp, 
und die Kuppelungsbedingungen sind: 
a = e cos Ŷ, a=esiný, y= ð, 


Man erhält sofort für die Quadrate der Geschwindig- 
keiten der Systempunkte P und P’ die Ausdrücke: 


p’? = pr’? . 02 
und 
v= (a, = r” sin y- y) + (a, br y r” cos y. yp)’. 
Folglich wird: 


E'= I mes. 
6 
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und 
2 1 „e s ian aA ” ia 
Br 3 na + az -+ 3! y — l(a sin y — a, cos y) yf, 
wenn man die Masse der Längeneinheit des Pendels 
mit m bezeichnet, 
Aus diesen Energieausdrücken findet man nach den 


Gleichungen (b) und (b’) in No. 3 die nachstehenden Werte 
der Reaktionskomponenten: 


Ri = yie” 3 — Qó, 
R= mZ(ä, _ a3 sin y- y — 2 l cos y - y) — Qr, 
' 2 2 
. a 
R’—= ml (is = - l cos p +p — e sin 97°) — Qf, j 
Ry- bunit o, 


Hierin ist: 


' ” A á 
” Ti or 
Q= > ker ——+ er), 
V Ol Os, 
A a 


Sind alle Massenpunkte der Schwere (Beschleunigung 
= g) unterworfen, dann ist: 


kk=mgdr, ki= 0; k= mgdr", be = 0, 
und man erhält: 
Qå = — gm e?g sin ®, 
Q= mgl, Q" = Ù, 


1 . 
Q= — 5 mit. g siny. 
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Nach I., c, 21., ist die Bewegungsgleichung des un- 
zerlegten Pendels: 
dù DR 
T- = — u ga: sind. 
dr: i 


Hierin ist für den vorliegenden speziellen Fall: 

, l : TAN 
T=- m(e+l), d=m(e+), G=jl(le+|) 

g - 


zu Setzen. 
Die Differentialgleichung der Bewegung nimmt also 
jetzt die Form an: 


2 dd z í 
„le + Ì5 = —ysind ... (b) 
3 dr? 
Ferner folgt aus den Kuppelungsgleichungen: 
a =— esin db, d, =e cos. ĝ, vd, 
ü = —e sinð :-d— e cost - dr, 
a, =ecod-Ö-esind.- ġe, y =p. 
Führt man diese Werte in die Gleichungen (a) ein, 
dann erhält man die Reaktionskomponenten Ks, Ri, Rz’, 
R zunächst als Funktionen von 9, 9 und 9. Die Glei- 


chung (b) gestattet aber die Elimination der Größe Ë, und 
die Integralgleichung, welche das Prinzip der Erhaltung der 
kinetischen Energie liefert (III, e, 15.): 


l i 
A (e + 19° = g (cos d — cos a) 


erlaubt auch noch, durch 9 und die Amplitude a aus- 
zudrücken, so daß die Endwerte der Reaktionskomponenten 
im gegenwärtigen Falle nur von 9 und den Konstanten 
des Problems abhängen. 


C. Charakteristik der Systemreaktionen. 


7. Die Schnittmethode bildet für alle Fragen nach der 
kinetostatischen Beanspruchung des Systems wohl den 
natürlichsten und nächstliegenden Weg. Ihre Resultate 
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hängen aber wesentlich von der Lage und der Form des 
Schnittes ab und sind deshalb zur allgemeinen Charak- 
terisierung des Verhaltens der D’Alembertschen Re- 
aktionen während des kinetischen Prozesses nicht geeignet. 

Unterläßt man aber die Zerteilung des zu untersuchen- 
den Systems, dann geben die Lagrangeschen Komponenten 
des Vektors der Reaktionen in bezug auf das ganze System 
keinerlei Aufschluß, da sie beständig gleich Null sind. 

Man ist deshalb genötigt, andere Funktionen der 
Elementarreaktionen aufzustellen, welche während der Be- 
wegung stetige Änderungen erfahren. Zu diesem Zwecke 
betrachten wir die zweite Angriffsvariation des System- 
virials V, der Elementarreaktion (s). 

Nun ist für ein beliebiges System von Elementar- 


kräften (%) bei Beschränkung auf zwei Koordinaten: 
= Ik. z= Q ón + Qq. 
Setzen wir also unserer Voraussetzung entsprechend : 
da= e gi + E Ó as 

so wird £ X 

A a Q=Zıh, Q= Zek. 
Jetzt ist die Größe 

(2) Ya = Fk. str 

zu bilden. 

Man erhält sofort 


rn dt Òa + de Òq + Ite 6 


und 
ĉe ĝe 
ö = laker ô z mi. » ör ’ 
GER iki Ofa = 
ôe ĝ + 
da= F, åq, + — -Ö9: 
m 2 
Setzt man also 
„dr, vIe 
w= han Qos dq 
und 
ĝe de 
> = 3 ! 2 
2 Che Dri) 
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so wird 
Narr Qa óga + Qual) H 2 Qeg Óga 
+ Qa (9g). 

Nun ist aber die Beziehung 

de 0% 

6, êM 
die Integrabilitätsbedingung (II., 5.) für den Differential- 
ausdruck 


dæ = e, - dl, + e * dga. 
Mithin wird 


_ pêa pie 
9-2 PA 2 ETA 
Im Falle des Gleichgewichtes der Elementarkräfte % 
hat man 


Q=!:k,=-0 md =F!k,=0 


oder in der Schreibweise der Angriffsderivierten (IIIc., 8.) 
des Virials die Ausdrücke 


EA A; (a Hae: 


Die Reduktionsgrößen Q,1, Qiz, Qz» nebmen nach dieser 
Auffassung die folgende Form an: 


0? ' 0? 0? 
= Vi, = |z d ) 7 u= (2 Vi. 
Qis (23) kr Qu Id)" (das >) k 


Sie sind also die zweiten partiellen Angriffsderivierten 
des Systemvirials V, nach den Koordinaten g, und q. 

8. Diese allgemeinen statischen Betrachtungen über- 
tragen wir jetzt auf das System der D’Alembertschen 
Elementarreaktionen (s) entsprechend der Drei-Vektor- 
Gleichung 

k=uw-+s, 
Die Größen 


/ 98‘ 9 [9% \ 
Be, z Pr. | m) V, 
(a) $ îi ga) i öq, 
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sind im allgemeinen von Null verschieden und eignen sich 
daher zu einer Charakterisierung des Gleichgewichts- 
systems der Reaktionen s während des Verlaufs der Be- 
wegung, ohne dab die Vorstellung von Teilsystemen 
nötig wird. 

Wir wollen sie deshalb die Elemente der Charak- 
teristik der D’Alembertschen Reaktionen nennen. 

9. Wie bei allen statischen Betrachtungen, so kann 
man auch hier statt der Koordinaten q andere und zwar 
spezifisch kinematische Parameter einführen. 

Für den Fall des rotierenden starren Körpers ist 
(cf. IL, 16.): 


Hieraus folgt: 


e= 0p. a + ÖH- r 
oder ae I a 
x= A0 -xt AO lÀ w) 
= 0 -æ+ (P z) - O — (80)? w. 
Man hat also im gegenwärtigen Falle: 
(#9) Fr = 829. Fak + 2(59:2)(89- KM) — GEk. 
Für D’Alembertsche Reaktionen wird 


M=-F’x=0 
und demnach 


6), =! (89 » x) (69 » s) — (69)? Ixs. 


Nun ist aber 


(å) M, =z x.s 
und 


(ó) M, - 80 


by (89 - x) S . ð 
= — X (zs) - (00+ F(s- dö) (xd). 
Folglich erhält man für (ô?) V, den übersichtlichen Ausdruck 


(5°) F, = (8) M, - 60 
oder in Worten: 
„Die zweite Angriffsvariation des Virials der D'A lem- 
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bertschen Reaktionen ist beim rotierenden starren System 
gleich dem inneren Produkt der ersten Angriffsvariation 
des Momentes dieser Reaktionen und der virtuellen Ver- 
rückung.“ (Möbius). 

10. Durch Zerlegung in rechtwinklige Komponenten 
ergibt sich aus der obigen Formel 


(6°) F, = (ö) W, - dt, -+ (6) M » Oa -+ (8) Ma - ö0,. 
Ferner ist: 
(0) M, = I (öz, - S3 — 0:8) 


= S (dp, x, — 69 X) S — E (ÖD La — 59-25, 
d. h. 


(6) M, = — Z (ta 8a H Ea Sg) h HEt S o Aa H ET Sa dd; 
Setzen wir also das Virial der Elementarreaktionen 

S (tiS H Le S + tgs) = W 
und zur weiteren Abkürzung 


N $, = B, z; 


dann ist 

(ô) M, = (Bu — W)ö0, + Bie- éD + Bis’ r 

(8) M, = B,, 60%, + (B — W189, + Bas- Wr 
(6) M, = B; 50, + Bza + 60, + (Bza — W)69,. 


Folglich wird 
(å) F; = (Bu — W) (d0)? + (Bi — W) (69,)* 
+ (Bss — W)(69,)?-+ 2. Biadh dt + 2 B,,00,09, 
+2 Bpr DAO, 
wenn wir die aus der Gleichgewichtsbedingung 
M,—0 

folgenden Beziehungen 

Ba = Ba, Bu= Bis, B, = Bas 
berücksichtigen. 

Die Größen 
Bı — W, Ba— W, Bu—W, 
Bos Ba, Ba 
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sind also (cf. No. 8) die Elemente der Charakteristik der 
D’Alembertschen Reaktionen für das rotierende starre System. 
11. Wir müssen nun die Drei-Vektor-Gleichung 


k=uw+s 
hinzuziehen, aus welcher man unmittelbar 
Srki =S ur w+2zs, 
folgert. 
Die Einführung der Bezeichnungen 


Z (x, k, + Take t tak) =V, 

I ulm + Ea Wg + 2g Wa) = Vus 

E x,ky = Api, 2 uty = P, 
gestattet die Aufstellung der folgenden Ausdrücke für die 
Elemente der kinetostatischen Charakteristik : 

Ba — W= Au—VY—(Pı- Fr) 

B,,— W= An — Ny — (Pu — Vu)» 

B; — W = Agg — V — (Prs — Vu); 

Ba =A Pas Ba=Ay— Par Bu = An Pn. 
Nun ist (IL, 16): 
dv 


AERE a SLAE -A fmm 
Fe= Z uzw=2 ur ur, (02) 


dr 
= Fuzox+ X uxolox) 
= —- Y uwtwť=—?E. 

„Das Virial der Massenbeschleunigung beim rotierenden 
starren Körper ist gleich dem doppelten der negativen kine- 
tischen Energie des Systems.“ 

12. Es bleibt noch die Berechnung der kinematischen 
Größen P,ı übrig. Hierzu benutzen wir den Ausdruck für 
die Elementarbeschleunigung 


t = wt +- w (wX) = w, +, + Wy- 
Hieraus folgt nach I. 6.: 
Wa = HH dr w? 2; 


+ 90,0 + 9,2, + 0, Es) 


www.rcin.org.pl 


C. Charakteristik der Systemreaktionen. 97 


und für 
Zus, = Ty; 
der verlangte Wert 


Pame Tris +17 In 1-41 Oit M T,ı + œ? 
+ (Ty: 0: + Dam + Tys 0g) 01. 


Mit Hilfe der Eulerschen Gleichungen (lILc., 16.) für die 
Bewegung des Systems kann man aber in diesen Ausdrücken 
die Komponenten der Winkelbeschleunigungen œj, @,, œg 
eliminieren und erhält dann die P,, als Funktionen der 
Komponenten ®,, œ, œ und der äußeren Kräfte, so daß 
auch die sechs Elemente der Charakteristik der D’Alem- 
bertschen Reaktionen für ein rotierendes starres System als 
Funktionen derselben Größen darstellbar sind. 

Der Zusammenhang der „kinetostatischen Charakteristik“ 
mit der Beanspruchungstheorie ist im allgemeinen noch 
nicht aufgedeckt. In speziellen Fällen sind diese Beziehungen 
leicht zu erkennen. So ergibt z. B. die kinetostatische Unter- 
suchung für ein unter dem Einfluß der Schwere rotierendes 
Massenpendel die Beanspruchung in der Weise an, daß ein 
Zeichenwechsel des einzigen hier vorkommenden Elementes 
der Charakteristik den Übergang von der Zugbeanspruchung 
zur Druckbeanspruchung anzeigt. Auch beim Kurbel- 
mechanismus läßt sich ein ähnlicher Zusammenhang erkennen. 


Heun, Mechanik, 7 
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Anhang. 


A. Ableitung der Formel für die relative Beschleunigung 
aus der Lagrangeschen Grundgleichung. 


Nach II., 15. besteht die identische Gleichung: 
d (#52) -SE=wör.. W 


in welcher sich alle kinematischen Größen auf die absolute 
Bewegung beziehen. Bezeichnen wir den Vektor der rela 


tiven Lage eines freien Punktes mit x’, dann ist ôs = ôx’ 
und (II., 16): 


z= + wr". 
Hieraus folgt: 
"eu a j r oo mat 
sår = vór -H wr. ór’, 
also 


EIE == i — zu x 
FF (sór) =r 0r + t ór t wor dert ow dr. 
T 


Ferner wird: 


Ire i i —— 
E=Zzt=;|et +22. 0x0 + ELTA 


- 


und 
ÕE = v't + aa. dr’ + an Òr -p wog wox. 


Die Einführung dieser Werte in die Lagrangesche 
Grundformel (I.) gibt: 


E — ZW Hor + alwa )] öz = wór 
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oder 


w= +20 a Holwr), = (a) 
wenn man die Winkelgeschwindigkeit œ des rotierenden 
Bezugssystems als einen Vektor von konstanter Richtung 


und Größe betrachtet. Ist œ veränderlich, dann wird: 


w= z + 2wr 4 wloz) + ox” ... (b) 


Der Vektor der absoluten Beschleunigung zerfällt also 
jetzt in vier Komponenten, deren begriffliche Bedeutung 
leicht erkennbar ist. 

Im allgemeinsten Falle hat das Bezugssystem auch 


noch eine 'Translationsbewegung mit der Geschwindigkeit c. 
Dieser Auffassung entspricht der Ausdruck: 


z=c+ + wr 


für die absolute Geschwindigkeit, wenn wir den Vektor x’ 


jetzt auf den Punkt (c) beziehen. 
Es wird dann: 


xör = cd’ + mar. dr + PEE 
und 
1 . ze, . J =- — T—— 
E= 5PH cer +2" +22’02+ oa’. wt + eww |. 
Die Ausführung der Rechnung nach dem obigen Schema 
gibt die allgemeine Formel für die absolute Beschleunigung 
bei der relativen Bewegung, nämlich : 


w= ct + we- t + wr wlw) + we”. 


Hierin setzen wir z’= 0, x’ = 0 und erhalten: 


w = e -+ we + wlw) + og’ 


als Ausdruck der „Führungsbeschleunigung“. 
Aus der Gleichung 


tE = w + x’ +20 
erkennt man, daß die absolute Beschleunigung auch im 


allgemeinen Falle durch die geometrische Summe der 
TE 
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Führungsbeschleunigung (w), der relativen Be- 


schleunigung (x) und der Zusatz - Beschleunigung (202°) 
dargestellt wird. 


B. Bewegung des starren Systems parallel einer 
festen Ebene. 


Die Geschwindigkeit eines beliebigen Systempunktes 
ist nach IL, 16.: 
v= cH or. 
x, möge auf der festen Ebene senkrecht stehen. Dann ist 
ü =0, v= 0, w= w und 
“i = ĉi vn OVis 
Ua = 6, + Ot- 


Diese Gleichungen bringen wir auf die Form: 


v = — W (Xy — Aa), 

U= oo — t), 

so daß P? f 
c c 
q =— 2, q= 
[07 w 


wird. 4, a, sind die Koordinaten des Momentan- 
centrums, um welches die Rotationsbewegung des ebenen 
Systems erfolgt, soweit — für einen bestimmten Augen- 
blick — nur der Geschwindigkeitszustand in Betracht 
kommt. 

Die aufeinander folgenden Lagen dieses Punktes bilden 
sowohl in der ruhenden Bezugsebene (der Koordinaten x, , %3) 
als auch in dem beweglichen System zwei Kurven, welche 
während der Bewegung aufeinander rollen. Weitere Aus- 
führungen dieser Vorstellung gehören in die geometrische 
Kinematik. 

Die Formeln für die Beschleunigung eines Punktes 
im starren System, dessen Bewegung parallel einer festen 
Ebene erfolgt, nehmen ebenfalls eine sehr einfache Form 
an. Aus der Gleichung 


t=c+ or 
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folgt sofort durch Differentiation nach der Zeit: 


w=¢ + WE to le -+ wax] 
d. h.: 
w=c¢ ca PR -}- o =- o (Wt) sa. (a) 
und die Komponenten für die ebene Bewegung werden: 
u = £, — me, — EN — w? Ts 
W, = 6, — we, + Dt — D’ Dy. 


Hierin führen wir die Koordinaten des Momentancentrums 
(ai, 4,) mittelst der Gleichungen 


Ci = of, QG = — oa, 
cin und erhalten 
Ww, = — w(t, — hy) — o (Ta — l) H Oa, 
W, = — W? (Xy — a) -+ W (2i — 4) — Ut: 
Setzt man in den Gleichungen (a) die Vektoren c = 0 
und c = 0 und außerdem zur Abkürzung: 
u = — w? (x, — a) — o (ty — y) 
Ww = — W? (Xa — l) + o (2, — a) 
so wird 
Ww = wi + dgs 
W, = W3 — Mil, 


und man erkennt, daß die absolute Beschleunigung (w) bei 
der ebenen Bewegung sich aus der Rotationsbeschleu- 


nigung (w°) um das Momentancentrum und der Zusatz- 


beschleunigung — wa geometrisch zusammensetzt. 


C. Bewegung einer Kette auf einer festen Kurve. 


Mit Rücksicht auf die Kinetik der Zugbewegung auf 
einem Schienengeleise wollen wir noch die Bewegungs- 
gleichung einer Kette mit einem Grad der Freiheit aufstellen. 

Pür einen beliebigen Punkt der Kette gilt die Gleichung: 


k=u w+ 8. y 
anne! | 
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Die Bewegungsgleichung ist also in der Formel 
E(k— u w) ôx = (0 


enthalten. 
Man hat für die virtuelle Verschiebung den Ausdruck: 


öz = G* ÖS, 


wenn die Bogenlänge s von einem bestimmten Punkte der 
festen Kurve gerechnet wird und o den Einheitsvektor in 


der Tangentenrichtung bedeutet. 
Folglich ist: 2 ` 
Z uwo =£ ko 
oder unter Benutzung rechtwinkliger Komponenten : 


dv, de, | dU, dta , dv, da, 
por (F eraai ir r T =) 


dn, d d 
Satan) 


Setzt man nun, wie in der Theorie der Fadenkurven 
(IILa., 19): 
k=xzd und Z p=, 
dann nimmt die Bewegungsgleichung die Form an: 
"4 


„dv DR $3 dr, 
j ze da 7 as ds i) ds, 


wo $ — Sọ die Länge der Kette darstellt. 
Durch Einführung der spezifischen Masse m (Masse 
der Längeneinheit) wird die Drei-Vektor-Gleichung: 


»ds = mwds + ads, 


wenn man noch s=x- ds setzt. 
Folglich hat man für æ den Ausdruck: 


= — mw. 
Setzen wir nun: 
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x= xo 04 x vtz, 
A= Aor 04 apv- Hayer, 


worin o, v, v’ und r dieselbe Bedeutung haben wie in I., 13.14, 
dann erhalten wir für die betreffenden Komponenten des 
Elementarvektors æ die Gleichungen: 


dv 
Ho =, N, 
dr 
v? 
2 = A, —  1m—, 
r 


Ry = Ky 


Aus der ersten dieser Gleichungen folgt die tangentiale 
Zugspannung an der Stelle, welche um die Bogenlänge !’ 
von dem Anfangspunkte absteht, Eg 


I 1 


[mas = [mas — | ma ds 
0 0 
L 


dv 


= fxds — nt?’ de’ 


ö 
D. Reibung auf festen Kurven und Flächen. 


Betrachtungen über den Vorgang der Reibung gehören 
in die Physik, da sie sich auf experimentelle Grundlagen 
stützen müssen. In der theoretischen Mechanik benutzt 
man noch vorwiegend das Coulombsche Reibungsgesetz, 
indem man es auf einen materiellen Punkt bezieht. Der 
dynamische Elementarvektor, welcher die Reibung nach 
Richtung und Größe darstellt, ist hiernach durch den Ausdruck 


vk,.o 


darstellbar. Hierin bedeutet o einen Einheitsvektor in der 
Richtung einer möglichen oder wirklichen Bewegung, k, den 
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Normaldruck*) auf die feste Unterlage und y eine kon- 
stante Zahlgröße **) (Reibungskoeffizient). 

Die Einführung der elementaren Reibungskräfte in dieser 
oder einer anderen Auffassung erfolgt auf Grund der all- 
gemeinen statischen und kinetischen Prinzipien. 

Die Anwendung des Prinzips der virtuellen Verschie- 
bungen auf statische Probleme verlangt jedoch einige Vor- 
sicht, wie man schon aus dem folgenden Beispiel ersieht. 

Für einen einzigen Punkt auf einer rauhen Kurve oder 
Fläche ist die Gleichgewichtsbedingung: 


(k+ yk,» o)óz = 0. 
Nun ist aber in diesem Falle: 


ôs = 0.60 
und infolgedessen: 
ko -+ yk, = 0. 


Offenbar bezieht sich aber diese statische Gleichung 
auf eine äußerste Grenze des Gleichgewichts. Ferner hat 


man dem Vektor o entgegengesetzte Vorzeichen beizulegen. 
Der Ausdruck der vollständigen Gleichgewichtsbedingung 
hat also die Form: 


— xo Lyk, E ko. 
Aus der Komponentenzerlegung: 


k =: ka — k, 
folgt unmittelbar: 
ko = k,o. 


Es wird also für die Grenzen des Gleichgewichtes: 


*) Bei den kinetischen Problemen mit Berücksichtigung der 
Reibung ist dieser Druck selbstverständlich nicht durch die äußere 
Kraft allein bestimmt wie in der Statik, sondern nach JII., d., 1. 2., 
auch noch von der Geschwindigkeit des Punktes und den Krümmungs- 
verhältnissen der Bahn abhängig. 

**) Nach neueren Versuchen ist der Reibungskoeffizient y keine 
konstante Größe, sondern eine Funktion der Gleitgeschwindigkeit. 
Die Reibung bei sorgfältiger Schmierung, wie sie in Lagern von 
Maschinen notwendig ist, erfolgt überhaupt nicht mehr nach dem 
Coulombschen Gesetz. Sie ist von Petroff und Osborne 
Reynolds eingehend untersucht. 
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k cos (ko) = F yky, 
k sin (klo) = ky. 
Die Gleichgewichtsbedingung kann daher auch in der Form: 


— : £ tg (kia) £ > 


/ 

geschrieben werden. Den Winkel, dessen Tangente gleich 
dem Reibungskoeffizienten (y) ist, bezeichnet man als 
„Reibungswinkel“. Hieran schließt sich dann der Begriff 
des „Reibungskegels“ für eine rauhe Fläche unmittelbar an. 

Bei dementsprechenden kinetischen Problemen kann 
man sich der Lagrangeschen Bewegungsgleichungen un- 
mittelbar bedienen, hat aber darauf zu achten, daß die 
elementare Reibungskraft der Bewegungsrichtung stets ent- 
gegengesetzt ist. 

Reibungsvorgänge in Gelenkmechanismen verlangen 
zur theoretischen Behandlung im allgemeinen die Berück- 
sichtigung der elastischen Deformationen und Spannungen. 


E. Beanspruchung der Pendelachse durch ein System 
von Momentankräften. 


Für jeden Punkt des Pendelkörpers gilt die Drei- 
Vektor-Gleichung erster Ordnung: 


h= pvr ... (a) 


Hieraus bilden wir nach III, a, 2.: 


r=Zr und R=£gr, 

worin die Summationen sich über das ganze System er- 
strecken. Die Zerlegung nach rechtwinkligen Achsen ent- 
spricht den Gleichungen: 


r „+n+n R=-R-+R-+R;. 
Läßt man die Pendelachse mit der Achse der x, 


zusammenfallen, dann sind ri, r2, r die Komponenten der 


Beanspruchung der festen Achse auf Schiebung und R,, R, 
die Komponenten der Beanspruchung auf Drehung in den 
Lagern. 
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Die Beziehung 
Ra a 0 
stellt nach dem D’Alembertschen Prinzip die kinetische 
Gleichung der Impulsion dar. 
Aus (a) folgt unmittelbar: 
r=h— Fuv 
und nd S 
R=H — Z uvv, 
wenn zur weiteren Abkürzung 
h=3h und H=Frh 
gesetzt wird. 
Nun ist aber (IL, 16.): 
v=oz, also 5X uv= X uox 
oder > 
Suv=u Ior. 


Hierin ist w die Masse des ganzen Systems und x’ der 
Vektor ihres Schwerpunktes. 
Ferner ist nach I. 8.: 


X uzv = X pr (wx) = Zur: — X u lws). z. 


Da man nach der Voraussetzung œ, =0, w, =0, 
w= w hat, so wird: 


n=h H Ou T, 
ra = hy — MH EI» 


ra= h 
und 
R: = H, + œ D, 


R: =H; + oD; 
Ri = H —wT. 
Hierin ist 
T=3 u(t h), D= utat, D= S une, 
gesetzt, so daß T das Trägheitsmoment um die Pendelachse 


D, und D, die Deviationsmomente um die beiden andern 
darauf senkrecht stehenden Achsen bedeuten. 
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Da R,=0 sein muß, so wird 


= - z 
7 
und die Beanspruchung der Achse verschwindet, wenn 
n=0, n=0, 5 = ON R =0 und R = 0 wird. Diesen 
Bedingungen entsprechen die Gleichungen 


Ha as A 
h=— u, h= FHT, h; = 0 
und 
H; H, 
H = 7 Do H, = = D. 


Die Größen x; und D; sind natürlich auf die Achsenbean- 
spruchung ohne Einfluß. 

Läßt man nur eine elementare Momentankraft h, in 
in der Richtung der x, wirken, dann wird in den obigen 
Gleichungen 


h,=0, hei; h= 0 
H=—o%A, H=0, Hark: 
Gewöhnlich setzt man auch noch x; = 0, nimmt also — da 


wegen h; = 0 auch «5 = 0 ist — an, daß der Angriffspunkt 
von %, durch die Schwerpunktsebene geht. Dann erhält 
man*) aus den obigen Gleichungen 


Re 
ME 


für den Abstand des „Centrum percussionis“ von der Dreh- 
achse. (Descartes, 1646.) 


7 


F. Daten aus der Geschichte der Mechanik. 


1. Archimedes (287—212 v. Chr.) De planorum aequili- 
briis. De iis quae vehuntur in aqua. Opera 2., Leipzig 1881. — 
Hebelgesetz. Schwerpunktsbestinmmungen. Gesetz des hydro- 
statischen Auftriebes. 


*) Im Anschluß an dieses spezielle kinetostatische Problem und Be- 
wegungsgleichung des physischen Pendels bat sich die Mechanik ge- 
bundener Systeme geschichtlich entwickelt. Man vergl. AnhangF.5. 
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2. Guido Ubaldo*) (1545—1607 n. Chr.) Mechanicorum 
liber, Pesaro 1577. — Erkennt das Prinzip der virtuellen 
Arbeiten am Hebel und am Flaschenzug. 

3. Stevin (1548—1680) De Beghinselen der Weegkonst, 
Leyden 1586. Findet auf geniale Weise das Gesetz der 
Kräftewirkung an der schiefen Ebene und leitet daraus das 
Prinzip der Kräftezusammensetzung für einen gemeinsamen 
Angriffspunkt ab. 

4. Galilei (1564—1642). Della scienza meccanica, von 
Galilei während der ersten Jahre seines Aufenthaltes in 
Padua (1592—1610) verfaßt, von Mersenne 1634 (Paris) 
in französischer Sprache herausgegeben und 1649 (posthum) 
in italienischer Sprache erschienen. Galileis mechanische 
Hauptschrift: Discorsi e dimostrazioni mathematiche intorno 
a due nuove scienze attenenti alla meccanica ed ai movi- 
menti locali, Leyden 1638. — Galilei ist der Begründer der 
technischen Statik (meccanica) und der Bewegungslehre 
(movimenti locali) geworden, indem er auf beiden Gebieten 
die ersten fundamentalen Ansätze gegeben hat. Die Grund- 
lagen der Bewegungslehre lieferte er durch die Entdeckung 
des Trägheitsgesetzes und die Erkenntnis der geometrischen 
Addition elementarer Geschwindigkeitsvektoren bei der Unter- 
suchung der Wurfbewegung. Die ersten Keime des Prinzips 
der virtuellen Arbeiten bei Guido Ubaldo bringt er zur 
weiteren Entwicklung, indem er es für alle einfachen Maschinen 
als Grundgesetz hinstellt. Begründer der Gesetze des ein- 
fachen Pendels. 

5. Descartes (1596—1650). Lettres, Paris 1667. — 
Von Mersenne zur Bestimmung der Schwingungsdauer des 
physischen Pendels aufgefordert, löst er 1646 das im An- 
hang E dargestellte kinetostatische Impulsproblem (Centrum 
agitationis seu percussionis) in einem speziellen Falle. 

6. Huygkens (1629 — 1695). Horologium. 4°, Hag. 
Comm. 1658 (Erfind. der Pendeluhren). Horologium oscilla- 
torium, Paris 1673, — Er findet in dem Satze von der 


*) Die einzige Betätigung des Mittelalters in der Mechanik äußert 
sich in der scholastischen Pflege der in den Quaestiones mechanicae 
aufgestellten Naturphilosophie des Aristoteles — daher das leere 
Zeitintervall zwischen Archimedes und Guido Ubaldo, welches ebenso 
charakteristisch ist, wie die erstaunliche Intensität der mechanischen 
Leistungen im 18. Jahrhundert. 
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Erhaltung der lebendigen Kraft zum erstenmal ein Ansatz- 
prinzip für die kinetische Grundgleichung*) gebundener 
Systeme von einem Grad der Bewegungsfreiheit (physisches 
Pendel) und gelangt damit zur Formel IIc., 21. Seine be- 
deutendste kinematische Leistung ist die Zerlegung des 
Vektors der Elementarbeschleunigung nach der Tangente 
und Normale der Bahn (cf. H., 3). 

7. Newton (1643 — 1727). Hauptwerk: Philosophiae 
naturalis principia mathematica, London 1687.**) — Er bringt 
die Gesetze der Mechanik freier Punktsysteme in methodisch 
vollendete Form, wobei er von den folgenden „leges motus“ 
(Prine. No. 10, 12, 13) ausgeht: 


I. Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi 
vel movendi uniformiter in directum, nisi quatenus 
a viribus impressis cogitur statum illum mutare. 


II. Mutationem motus proportionalem esse vi motrici im- 
pressae et fieri secundum lineam rectam, qua vis illa 
imprimitur. 

II. Actioni contrariam semper et aequalem esse reactionem ; 
sive corporum duorum actiones in se mutuo semper 
esse aequales et in partes contrarias dirigi. 


Eine systematische Ausbildung des lex tertia hätte Newton 
wohl ohne Zweifel auf die Entdeckung der Bewegungsgesetze 
gebundener Systeme geführt, wenn er einer solchen Ideen- 
entwicklung nicht prinzipiell entsagt hätte. „Caeterum mecha- 
nicam (d. i. die Lehre von den Maschinen) tractare non est 
hujus instituti.“ (Principia No. 20.) Sogar die vorhandene 
Theorie des zusammengesetzten Pendels blieb ihm ein 
fremdartiger Stoff. 

8. Leibnitz (1646 — 1716). Zahlreiche Abhandlungen 
über mechanische Probleme in den Acta eruditorum Leipzig 
1686—1710. Leibnitzii et Joh. Bernoulli commercium epistoli- 


*) Allerdings in der Form eines Integrals der eigentlichen 
kinetischen Differentialgleichung zweiter Ordnung. 


**) Man beachte besonders Newtons scharfe Unterscheidung zwischen 


dem Vektor der eingeprägten Elementarkraft (k) und seiner Wir- 
kung auf den kinematischen Zustand des beeinflußten Massen- 


punktes (#), welcher sich in der Grundgleichung k = xw ausdrückt, 


Die „actio“ wäre s=k— uw, wenn die Elementarmasse u einem 
gebundenen System angehörte. 
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eum, Lausanne und Genf 1745. Seine mathematischen 
Schriften sind von G. J. Gerhardt herausgegeben. — In den 
Act. erudit. (1751) veröffentlichte Samuel König die Be- 
trachtungen von Leibnitz, welche das Prinzip der kleinsten 
Aktion*) betreffen. 

9. Varignon (1654—1722). Projet d'une nouvelle mé- 
canique, Paris 1687. Nouvelle mécanique, Paris 1725 
(posthum). — Er errichtet auf den Grundlagen des Satzes 
vom Parallelogramm (geometr. Addition) der Kräfte und des 
Axioms von der Verschiebbarkeit (cf. IIIa., 6) der Elementar- 
kräfte in ihrer eigenen Richtung das erste vollständige, syste- 
matische Lehrgebäude der Statik starrer Systeme und 
Seilverbindungen. Begründer der graphischen Statik. 

10. Jacob Bernoulli (1654 — 1705). — Opera omnia, 
Genf 1744. — Veranlaßt durch die Angriffe, welche der 
Huyghenssche Ansatz der Gleichung für das physische Pendel 
erfahren hatte, versucht Jac. Bernoulli (1686) eine direktere 
Lösung des Problems, indem er von der Drei-Vektor-Gleichung: 
k = uw -+ s ausgeht, kommt aber zu keiner richtigen Durch- 
führung. Diese gelingt erst dem Marquis de l1’Hospital 
(1661—1708) in dem Journ. de Rotterdam 1690 für den 
Fall des Stangenpendels. Darauf gab Jac. Bernoulli die 


*) Aus dem Virial der Bewegungsgröße V= uea folgt die An- 
griffsvariation (5)V= pów oder die entsprechende Differentialgröße 
dV= urdze=ustdı=2E.dr. Bezeichnet man hiernach das Integral 


v=/2 Edr als „Maß der Aktion“, dann ergeben sich die Bewegungs- 


2 am 

gleichungen y ia = p , etc. indem man V unter Berücksichtigung 
des Prinzips der Erhaltung der Energie (E = U + H) zu einem Mini- 
mum macht. In der vorliegenden Darstellung ist von Betrachtungen 
dieser Art absichtlich keinerlei Gebrauch gemacht. Sie erschweren 
dem Anfänger durch das künstliche Hineintragen isoperimetrischer 
Überlegungen unnützer Weise dio Auffassung der kinetischen Grund- 
gesetze und sind auch in formaler Hinsicht aus der allgemeinen 
Mechanik auszuschalten, da die Lagrangesche Grundformel der 
Kinetik (IIIc 15): 


a 


1 . - 

Er [ru252] — óE = (ô) Vt 

den Zusammenhang mit den Impulsionen auch dann erkennen läßt, 
wenn keine Kräftefunktion (U) vorhanden ist. 
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Verallgemeinerung für das dreifach ausgedehnte Pendel 
(Acta erudit. 1691; Mém. Acad. Paris, 1703). Nach diesen 
Leistungen war die Grundlage der Mechanik gebundener 
Systeme tatsächlich gelegt. — Bestimmung der elastischen 
Kurve (Acta. erudit, 1695). 

1l. Johann Bernoulli (1667—1748). Bruder des 
Vorgenannten, — Opera omnia, Lausanne 1742. Lettre 
a Varignon (1717), worin er das Princip der virtuellen Ver- 
schiebungen allgemein auffaßt und mathematisch formuliert. — 
De chordis vibrantibus in Comm. Petrop. 2., 1727 (erschienen 
1729) und ib. 3. 1728 (erschienen 1732). 

12. Daniel Bernoulli (1700—1782). Sohn des Johann 
Bernoulli. — Bedeutende Untersuchungen über Schwingungs- 
probleme in Comm. Petrop. 6. (1732,33), 7. (1734/35). — 
Hydrodynamica, Straßburg 1738. 

13. Euler (1707 — 1183). — Mechanica, sive motus 
scientia, Petersburg 1736, 1742. Methodus inveniendi lineas 
curvas (elastische Kurve), Lausanne 1741, 1744. Theoria 
motus lunaris, Berlin 1753. De principio minimae actionis, 
Berlin 1753. Theoria motus corporum solidorum, Rostock 
und Greifswald 1765. — Außerdem zahlreiche Abhandlungen 
aus den verschiedensten Gebieten der Mechanik. Eulers 
Knickformel in Hist. Ac. Berlin 13, 1757. 

14. D'Alembert (1717—1783). — Traité de dynamique, 
Paris 1743. Equilibre et mouvement des fluides ib. 1744. 
Recherchus sur la précession des équinoxes, ib. 1749. Sur 
les cordes vibrantes, Hist. Ac. Berlin 1747 (erschienen 1749). — 
D'Alembert hat das nach ihm benannte Prinzip zur Grund- 
lage der Kinetik gebundener Systeme gemacht. Als Gleich- 
gewichtsprinzip benutzt er jedoch noch nicht das Gesetz der 
virtuellen Verschiebungen, sondern die in ITa., 6. angeführten 
elementaren Axiome. 

15. Lagrange (1736 — 1813). — Mécanique analy- 
tique, Paris 1788; 2, ed. ib. 1811, 1815. Ferner: Différens 
problèmes, Miscell. Taurin, 3., 1765; Sur la force des ressorts 
pliés, Mém. Berlin 1769; Nouvelle solution du problème 
du mouvement de rotation ib. 1773; Theorie de la libration 
de la lune ib. 1780; Theorie de la variation des constantes 
arbitraires, Mém., Inst. Paris 1808, 1809. 

Lagrange hat eine systematische Darstellung der all- 
gemeinen Mechanik geschaffen, welche den tiefsten Ein- 
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blick in die Natur der dynamischen Prozesse gewährt. An 
Gedankenreichtum und Genialität der Auffassung steht seine 
„Mécanique analytique“ bis heute unübertroffen da. 

Den Bedürfnissen des Geometers nach weiterer Aus- 
bildung der räumlichen Beziehungen in der Kinematik und 
Dynamik wurde durch die Arbeiten von Poinsot, Chasles, 
Möbius und Minding im Laufe des 19. Jahrhunderts ent- 
sprochen, während Poisson, Hamilton und Jacobi ihre 
Bestrebungen auf die Transformation der Differential- 
gleichungen der Bewegung und die Integration derselben 
für allgemeine Problemgruppen gerichtet haben. 

Maxwell und Hertz sind wesentliche Förderer der 
Mechanik nach der physikalischen Seite geworden, indem sie 
auf Lagrange zurückgriffen. 
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